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Sur  la  stabilité,  pour  des  perturbations  quelconques, 
d'un  système  animé  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme 

Par  m.  p.  DUHEM. 


1.  Introduction. 

Dans  un  précédent  Travail  ('),  nous  avons  établi,  par  une  méthode 
imitée  de  Lejeune-Diriclilet,  un  critérium  qui  assure  la  stabilité  de 
l'équilibre  relatif  d'un  système  animé  d'un  mouvement  de  rotation 
uniforme.  Toutefois,  le  critérium  que  nous  avons  donné  est  soumis  à 
une  restriction;  il  suppose  que  la  perturbation  apportée  au  système  ne 
modifie  pas  le  moment  par  rapport  à  l'axe  de  rotation  de  la  quantité 

(')  Sur-  la  stabililé  de  l'équilibre  relatif  d'une  masse  fluide  animée  d'un 
mouvement  de  rotation  {Journal  de  Mathématiques,  5«  série,  t.  VII,  1901, 
p.  33.). 


(i  I'.    niiiEM. 

de  inouvcmeiilclcccsystèiiie.  Colle roslrlclion  cslévideinmcnl  rc},acl- 
tahle,  carlesaclions  pcrlurbalriccs  clanl,  en  général,  inconnues,  ilcsl 
diflicilc  de  savoir  si  la  condition  précédente  csl  ou  n'est  pas  vérifiée. 
Il  est  donc  désirable  d'afl'rancliir  le  critérium  précédemment  trouvé 
de  cette  reslriclion  embarrassante.  C'est  ce  que  nous  nous  proposons 
de  faire  dans  le  présent  écrit. 

Au  cours  de  la  présente  démonstration,  comme  au  cours  de  la  pré- 
cédente, il  est  fait  usage  d'un  sens  quelque  peu  particulier  des  mots  : 
étal  voisin  d'un  élat  donné.  De  là  pourraient  peut-être  naître  quel- 
ques confusions  que  nous  allons  chercher  à  prévenir. 

Prenons  un  système,  dépendant  d'un  nombre  illimité  de  para- 
mètres, mais  défini  lorsque  l'on  connaît,  pour  chacune  des  masses 
élémentaires  dm  qui  le  composent,  les  valeurs  d'un  certain  nombre  de 
variables;  soient,  par  exemple,  pour  nous  rapprocher  du  problème  qui 
nous  occupe,  les  variables  r,  z,  '|.  Soit  Co  un  état  du  système  où,  pour 
la  masse  dm,  ces  variables  ont  des  valeurs  r„,  z„,  !„;  soit  c  un  autre 
état  où,  pour  la  même  masse  dm,  ces  variables  ont  des  valeurs  r,  z,  '^. 
Ordinairement,  on  dit  que  l'état  c  est  infiniment  voisin  de  l'état  e^  si, 
[lour  toutes  les  niasses  dm  du  système,  les  quantités 

/■        r„,      z  —  Za,      'l  —  '-po 

sont  infiniment  petites. 

Nous  écartant  de  cet  usage,  nous  dirons  que  l'état  c  est  infiniment 
voisin  de  l'état  e^  si  les  quantités 

J\r-rjdm,     J\z  —  Zo\dm,     y|'|       'lo 

sont  infiniment  petites. 

Il  est  clair  que  les  secondes  conditions  sont  vérifiées  lorsque  les  pre- 
mières le  sont,  en  sorte  que  parmi  tes  étals  e,  qui  sont  voisins  de 
l'état  eg  selon  notre  défnition,  se  troui'ent,  en  partieulier,  tous 
reu.i:  qui  sont  voisins  de  l'étal  ('„  selon  la  définition  habituelle. 

Mais  la  réciproque  de  relie  proposition  n'est  point  exacte;  parmi 
les  états  e  qui,  selon  notre  définition,  sont  voisins  de  létal  c,,,  il  on  est 
(pii  ne  sont  pas  voisins  de  roi  état  r-,,  aux  termes  de  la  iloiiiiilion  habi- 
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tuelle.  Ce  sont  lous  ceux  pour  lesquels  l'une  au  moins  des  quantités 
r-i\,     z—z„,     ■]/ —  |„ 

demeure  finie  pour  certaines  masses  dm,  mais  où  la  somme  des 
masses  dm,  pour  lesquelles  il  en  est  ainsi,  demeure  infiniment  petite. 

En  d'autres  termes,  selon  la  définition  habituellement  reçue, 
l'état  e  est  infiniment  voisin  de  l'état  ('„  si,  dans  le  passage  de  l'état  e„ 
à  l'état  e,  chaque  masse  élémentaire  a  subi  une  perturbation  infini- 
ment petite;  selon  la  définition  que  nous  acceptons,  certaines  masses 
pourront  avoir  subi  une  perturbation  finie,  mais  la  somme  de  ces 
masses  devra  être  infiniment  petite. 

Ce  changement  dans  le  sens  des  mots  :  e/ai  voisin  d'un  état  donné, 
entraîne  forcément  un  changement  dans  le  sens  des  mots  :  minimum 
d'une  grandeur-  qui  dépend  de  l'état  du  système. 

On  dit,  en  effet,  qu'une  grandeur  F  qui  dépend  de  l'état  du  système 
atteint  une  valeur  minimum  Fo  dans  l'état  e„  si,  en  tout  état  e,  voisin 
de  l'état  eo,  cette  grandeur  F  prend  une  valeur  supérieure  à  F^. 

Traduisons  cette  définition  en  acceptant  le  sens  habituel  des  mots  : 
état  voisin;  nous  arriverons  à  la  proposition  suivante  : 

On  peut  trouver  des  quantités  positives  ct,  '(,  y  telles  que  l'on  ait 

F  -  F„  >  o, 
toutes  les  fois  que  l'on  a,  pour  toute  masse  dm, 


o<i 

/•  - 

-  '•» 

l<^. 

"<l 

-  - 

"  *'o 

I<r, 

o<l 

■K 

-■^0 

l<7.- 

Traduisons,  au  contraire,  la  même  définition  en  acceptant  le  sens 
nouveau  du  mot  :  état  voisin;  nous  arriverons  à  la  proposition  sui- 
vante : 

On  peut  trouver  des  quantités  positives  c7,  ^,  y  telles  que  l'on  ait 

F-Fo>o, 
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loiilos  les  fois  que  l'on  a 


o<J\r~-  r,  I  dm  <  7, 
o  <  f\z  -  z„\  dm  <  ;', 


Il  est  clair  que,  si  la  quunlih':  ¥  est  minimum  dans  l'état  i\  du 
système  selon  le  nouveau  sens  des  mots  :  ktat  voisin,  elle  est  égale- 
ment minimum  selon  l'ancien  sens;  mais  la  réciproque  de  cette 
proposition  peut  n'être  pas  exacte. 

Celle  proposilion  entraîne  immédiatement  celte  autre  :  Si,  par  les 
mélliodes  liabiluelles  du  calcul  dos  variations,  on  détermine  les  con- 
ditions nécessaires  et  suffisantes  pour  que  F  soit  minimum,  au  sens 
ordinaire  du  mot,  dans  un  certain  étal  f'o  du  système,  ces  conditions 
seront  encore  nécessaires,  mais  peut-être  plus  suffisantes,  pour  que  1'" 
y  soit  minimum  au  sens  nouveau  du  mot. 

Cette  remar(|ue  a  une  certaine  importance  dans  la  (pieslion  qui 
nous  occupe. 

Nous  avons  Irduvé,  dans  noti'c  jirécédcnl  écrit,  (piune  masse  ani- 
mée dun  mnuM'iiiriii  uniforme  de  rotation  était  assurément  en  équi- 
libre stable  (au  iiKiiris  pcnir  certaines  perturbations  )  dans  un  «'tat  où, 
sous  certaines  conditions,  une  ccitaine  i^raudeur  <I>  était  niiniinuin  au 
sens  nouveau  du  mol . 

Si,  par  les  nii'iliodrs  liabiluelirs  du  calcul  des  \ariations,  nous 
cherchons  des  conditions  suffisantes  pour  (pie  «1'  soit  minimum  au  sens 
(inrirn  du  mot,  il  pourra  se  faire  (pie  les  conditions  trouvées  ne  suf- 
fisent pas  à  assurer  la  stabilité  de  Tcquilibre  relatif.  Lors  donc  (pie, 
par  une  telle  méthode,  nous  trouvons  des  conditions  de  stabilité  dites 
su/fisanti's,  nous  ne  devrons  pas  oublier  que  cette  suffisance  fait  lobjct 
dnn  doute,  tant  (ju'on  n'a  pas  démonlré  (prcllc  entraîne  le  miniiiiuni 
i\f  <I>  (tu  sens  nouveau  du  mot. 

Mais  il  esl  daulrcs  recherches  (pii  ne  donuenl  pas  prise  à  cette 
objection. 
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Ayant  démontré  qu'un  certain  minimum  de  $,  entendu  au  sens 
nouveau  du  mot,  suffit  à  assurer  la  stabilité  de  l'équilibre  rela- 
tii,  nous  postulons  (')  que  cette  même  condition  est  nécessaire  pour 
cette  stabilité.  Ce  postulat  une  fois  admis,  si  nous  trouvons  quelque 
condition  nécessaire  pour  que  $  soit  minimum  au  sens  ancien  du  mot, 
celte  condition  sera  nécessaire  pour  que  l'équilibre  relatif  soit  stable. 

Le  lecteur  appliquera  sans  peine  ces  remarques  aux  propositions 
que  renferme  le  §  3  de  notre  précédent  Travail. 

On  peut  maintenant  se  demander  pourquoi  nous  avons  cbano-é  le 
sens  commun  des  mots  :  état  voisin  d'un  état  donné,  et  si  le  but  que 
nous  poursuivons  n'aurait  pas  pu  être  atteint  en  conservant  à  ce  mot 
le  sens  que  l'on  a  accoutumé  de  lui  attribuer.  Il  ne  nous  paraît  pas  que 
cela  soit  possible,  et  voici  pourquoi. 

Si  l'on  adoptait  le  sens  ordinaire  des  mois  :  état  voisin  d'un  état 
donné,  on  pourrait  commencer  la  démonstration  donnée  en  notre 
précédent  Travail  exactement  de  la  même  manière,  sauf  à  supprimer 
les  signes  J  qui  figurent  dans  les  inégalités  (21)  et  dans  les  diverses 
conditions  écrites  à  la  page  suivante.  Mais  il  ne  serait  plus  possible 
de  dire  que  l'ensemble  des  valeurs  prises  par  la  quantité 

(^l^^lffd>n)     C) 

dans  les  divers  états  E  admet  une  limite  inférieure  P  nécessai- 
rement supérieure  à  zéro,  car  il  ne  serait  plus  vrai  de  dire  qu'un 
état  E  ne  peut  être  infiniment  voisin  de  l'état  d'équilibre  primitif 
(^0)  '"o,  'lo,  -0)  ?  =  0). 

Un  état  E,  en  effet,  serait  forcément  défini  par  les  conditions  sui- 
vantes : 

i"  Le  moment  de  la  quantité  de  mouvement  a  pour  valeur  M- 


(')  Depuis  la  rédaction  du  présent  Travail,  nous  avons  reconnu  que  celte 
condition  n'était  pas  toujours  nécessaire ^our  que  l'équililire  du  système  soit  stal)le. 

C-)  Aux  pages  887  et  338  du  précédent  Travail,  nous  avons,  par  erreur,  dit  * 
au  lieu  de  f  <!>  h —   i<f^dm\. 


Journ.  de  Math.  (5«  série),  tome  VIII.  —  Fasc.  I,  1902. 
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2"  Il  existe  des  parties  du  système  où  Tune  au  uioins  des  inéj^alités 

.-/•„|<^,  |.|_,J,„]<y^,  |r-r„|<r, 

I  tO  -   (O  J  <  £,  9  <  / 

se   transforme  en  égalité.   11  est   clair  ([ue,  pour  de   tels  étals  E,  la 
somme  ($  H —  lo'^dmj  u  a  d'autre  liiuilc  inférieure  que  zéro. 

Toute  la  démonstration  lomberail  donc  si,  au  sens  nouveau  des  mots: 
rtat  voisin  d'un  rtat  donne,  on  essayait  de  substituer  le  sens  ancien. 

Après  la  perturbation,  l'étal  f ,  du  système  troublé  doit  être  un  état 
voisin  de  l'état  fp  que  le  système  prcsenlait  avant  la  perturbation. 
Dans  notre  précédent  Travail,  nous  avions  admis  [comme  on  le  voit  à 
l'inspection  des  conditions  (20)  de  l'écrit  auquel  nous  faisons  allusion] 
que  l'étal  troublé  e,  était  voisin  de  l'état  d'équilibre  ('„  au  sens  ancien 
du  mol.  Il  est  plus  logicpie,  et  en  même  temps  plus  général,  d'ad- 
mettre que  ces  deux  états  sont  voisins  ou  sens  nouveau  du  mol.  C'est 
ce  que  nous  avons  admis  dans  nos  Recherches  sur  l'Hydrodyna- 
mique ('),  en  traitant  de  la  stabilité  de  l'équilibre  absolu;  c'est  aussi 
ce  que  nous  admettons  dans  ce  qui  va  suivre,  comme  on  le  voit  à 
l'inspection  des  conditions  (i)  du  présent  écrit. 

2.  Stabilité  de  l'équilibre  relatif  pour  des  perturbations  qui  altèrent 
le  moment  de  la  quantité  de  mouvement. 

Soit  Mo  une  valeur  du  monieni  de  la  (juantitc  de  nwmemenl. 
Supposons  que,  pour  toute  valeur  M,  suffisamment  voisine  de  M„, 
de  la  même  quantité,  on  puisse  énoncer  les  propositions  suivantes  : 

1°  A  chaque  valeur  de  M  correspond  un  état  d'équilibre  i:  dans 
lequel  la  somme  $  =  ,^ -l- (2  4- W  prend  une  valeur  minimum 
parmi  celles  qu'elle  peut  prendre  sans  chans^^ement  dans  la  valeur 
de  M. 

2"  L'état  i'  varie  d'une  manière  continue  lorsque  la  valeur  de  M 
varie  d'une  manière  rontiiiur. 

(')  Recherches  sur  l'/Iydrodynamique,  première  Partie,  Chap.  II,  §3  (  An- 
nalex  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  2"  série,  l.  UI;  1901). 
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Dans  CCS  conditions,  l'état  C^  qui  correspond  à  la  valeur  M„  c/eM 
est  stable  même  pour  les  perturbations  qui  altèrent  le  mojnent  de 
la  quantité  de  mouvement  du  système. 

Conservons  aux  quantités  /•,  s,  '^,  w,  cp  le  sens  qu'elles  ont  dans 
notre  précédent  Travail.  Soient  Tj,  j^i  '|o?  ^"^05  9o=o  les  valeurs 
qu'elles  prennent  dans  l'état  £„. 

Nous  donnons  au  système  une  perturbation  à  la  suite  de  laquelle 
ces  quantités  prennent  les  valeurs  nouvelles  ;•, ,  z\,  y,,  co'^,  o\\  le  mo- 
ment de  la  quantité  de  mouvement  a  alors  une  valeur  M,  ;  le  système 
se  trouve  dans  un  état  e\,  qui  n'est  pas,  en  général,  l'état  d'équilibre  c^ 
relatif  à  la  valeur  M,  du  moment  de  la  quantité  de  mouvement;  en  cet 
état  d'équilibre  i,,  les  variables  /',  -,  '^,  w,  cp  prennent  des  valeurs  /•,, 
-M  '■l^n  w,,  9,  =  o. 

Après  la  perturbation,  le  système  prend  un  certain  mouvement; 
et  comme  les  forces  extérieures  ont  un  moment  nul  par  rapport  à 
l'axe  de  rotation,  le  moment  de  la  quantité  de  mouvement  garde  la 
valeur  M,.  Au  temps  t  après  la  perturbation,  le  système  est,  dans 
un  état  e,  caractérisé  par  des  valeurs  r,  z,  (j/,  co,  cp  des  variables. 

La  proposition  que  nous  voulons  démontrer  peut,  d'une  manière 
précise,  s'énoncer  ainsi  : 

Quelque  petites  que  soient  les  quantités  positives 

^'     ^'     /.'     c,    /, 

on  peut  choisir  pour  c,,  t,,  -^,,  C,,/',  des  valeurs  positives  si  petites 
que  les  inégalités 

J\w\  -  w,  \dm<it,, 

j\  r\  —  7'o  I  dm  <  0-, , 

j\z\~z„\dm<^'C,, 


/l?',  \dm<f, 
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entraînent,  quoi  quo  soit  /,  les  inégalités 

/  I  a>  —  C0(,  I  dm  <^  t, 

/ 1  '■  —  '"(I  !  '^'»  <C  ~. 

(2)  /  yYi  - 'lo  I '/'"  < •/., 

^/^i  z  -  z„  I  ./m  <  r, 

/■|9|r///.</. 

Nous  remarquerons,  en  premier  lieu,  que  rou  peut  toujours,  pour 
démontrer  le  llicorémc  inditpié,  remplacer  les  quantités  £,  a,  y,  Z,  f 
par  des  (piantités  plus  petites;  le  théorème,  démontré  avec  ces  nou- 
velles valeurs,  sera  vrai  a  foitioii  a\cc  les  anciennes. 

A  chaque  valeur  M,  du  moment  de  la  quantité  de  mouvement  cor- 
respond un  état  d'équilibre  i",  et,  à  cet  état  £,,  une  valeur  $,  qui  est 
un  minimum  parmi  celles  que  O  peut  prendre  sans  changement  dans 
la  valeur  du  moment  M,.  Dès  lors,  pourvu  que  |  M,  —  M^  |  n'excède 
pas  une  certaine  limite,  il  est  clair  que  Ion  peut  toujours  choisir  pour 
£,  T,  y^  et  Z  des  valeurs  indépendantes  de  M,  et  assez  petites  pour  que 
Ion  ait  assurément 

(3)  a>i-<I'.>o 

toutes  les  fois  que  l'on  a 

I     /  i  w"  —  co,  I  f/w  5  -. 
f\  z-  z,  IthnS^-, 
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l'état  e'\  que  définissenl  les  valeurs  co',,  7-",,  '^", ,  z\  des  variables  corres- 
pondant à  la  même  valeur  M,  du  moment  de  la  quantité  de  mouve- 
ment que  les  états  C,  et  e\. 

Dans  cet  énoncé,  on  sous-entend,  cela  va  sans  dire,  que  Ton  n'a  pas 
en  tout  point 

w'i  =  w, ,      /•■;  =  /•, ,      f  ;  =  '1, ,      z\  =  z, , 

cas  auquel  l'état  e\  serait  identique  à  l'état  «L',  et  le  premier  membre 
de  l'inégalité  (3)  serait  égal  à  o. 

Dans  ces  conditions,  nous  voyons  que  nous  aurons  à  coup  sur,  pour 
toutes  les  valeurs  de  M,  comprises  dans  les  limites  données, 

(5)  ^",-^^  /  ?,  ^^'"  —  ^,>'^ 

toutes  les  fois  que  nous  aurons 


(6) 


—  to ,  I  dm  <  - 

—  ;•,  I  dm  <  - 

—  'h,  \dm<ï 
dm  S  - 

"  2 

fo\dm</, 


sai>f  dans  le  cas  où  nous  aurions 


?,  =  o. 


cas  auquel  l'inégalité  (5)  se  changerait  en  égalité. 

Nous  pourrons  toujours  supposer,  et  nous  supposerons  désormais, 
que  Ton  ait  pris  pour  £,,  a-,,  y,,  (^,,  /,  des  valeurs  assez  petites  pour 
que  I  M,  —  Mg  I  reste  compris  dans  les  limites  où  la  proposition  pré- 
cédente est  exacte. 
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i\ouïi  dirons  qu'un  ôlat  du  sysIimuc  est  un  état  E,  loisipril  satisfera 
aux  conditions  suivantes  : 

1"  Le  moment  de  la  (juanlité  de  mouvenienl  est  M,  ; 

2"  L'une  au  moins  des  conditions  (G)  a  pris  la  forme  d'une  égalité; 

3"  Toutes  les  conditions  (6)  sont  vérifiées. 

Eu  un  état  E,,  les  égalités  (7)  ne  sont  ni  vérifiées,  ni  intiniment  près 
d'être  vérifiées;  donc,  en  un  tel  état,  le  premier  membre  de  l'inéga- 
lité (5)  n'est  ni  égal  à  o,  ni  infiniment  près  d'être  égal  à  o. 

Considérons  donc  toutes  les  valeurs  de  M,  comprises  dans  les  li- 
mites où  cette  quantité  peut  varier,  puis  tous  les  états  E,  qui  corres- 
pondent à  chacune  de  ces  valeurs  de  M,.  Pour  chacun  de  ces  états  E,, 
formons  la  somme 

$"  -I--  fo",(//n  —  $,. 

L'ensemble  de  ces  quantités  sera  limité  inférieurement  par  une  cer- 
taine valeur  positive  P,  indépendante  de  M,;  en  sorte  que,  quelle  que 
soit  la  valeur  M,  du  moment  de  la  quantité  de  mouvement,  cl  ([uel  que 
soit  l'état  E,  qu'on  lui  fasse  correspondre,  on  aura 


(8) 


Cela  posé,  considérons  les   inégalités  (2);   elles   seront   sûrement 
vérifiées  si  l'on  a  en  l'état  ^,  quel  que  soit  /, 

/  ]  oj  —  co,  I  dm  -H   /  I  co,  —  OJo  j  (////  <  £, 

f\r  -  i\\  dm  +  j\  r,  -  /■„  [  dm  <  7. 

(9)  {  f\-^-'^>\  d'"  ^  f\  ■} .  -  'lo  i  (^'"  <  •/., 

f\z  -  z,\  dm  ■+■[{=■!  —  -0  I  '/'"  <  ^' 

f\  ?  :  '/»'  <  /• 

Mais  on  peut  évidemment  choisir  pour  i,.  7,,  /, ,  >,  des  valeurs  si 
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petites  que  M,  diflerc  de  M^  aussi  peu  que  l'on  veut;  et  coinnic  Félat 
d'équilibre  C,  varie  d'une  manière  continue  avec  INI,,  on  peut  évidem- 
ment choisir  pour  £,,  a.,  y,,  l,  des  valeurs  si  petites  que  l'état  :'.  dif- 
fère aussi  peu  que  l'on  veut  de  l'état  i"„  et  que  l'on  ait 


/  j  w,  —  o),,  I  dm  «<  7> 
/  I  '■.  —  '■«  I  d"^  <  7' 

/|'|.-'}„1^^"'<V 


(lo) 


Alors,  pour  que  les  inégalités  (9)  soient  vérifiées  quel  que  soit  l,  il 
suffira  que  les  inégalités 


(") 


/l" 

—    tO| 

\dm<^-. 

/"■ 

-    '•. 

1  f//»  <  l 

/Il 

-■h 

1  d'n  <  \ 

/!  = 

-    -, 

!  dm  <  \ 

/!'' 

\  dm  <  / 

soient  vérifiées,  quel  que  soit  l 

Or,  > 
pour  q 


lent  verinees,  quei  que  sun  t. 

Or,  en  premier  lieu,  on  peut  prendre  £,,  cr,,  /,,  !;,,  /.assez  petits 

ur  qu'elles  soient  sûrement  vérifiées  à  l'instant  /  =  o,  où  l'on  a 


\^'Vo 


En  effet,  pour  qu'elles  se  trouvent  vérifiées  à  cet  instant,  il  suffit 
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(''vidoniiiiont  qui'  l'on  ait 

/  I  ^\  -  Wo  I  ff'»  +  J  I  <^o  —  w,  I  dm  <  ^ , 
J\  '■',  —  '■..  i  '/"'  -^-  / 1  /'o  —'"il  dm  <  ^. 

(>=^)        (  /i  'i;  -  -w  I  '/'"  +/i  le  - 1. 1  ^/'"  <  i- 

y  I  -,  —  -0 1  ^Z'"  +  y  I  -0 — -.  I  f^'"  <  ^7' 

ou  bien,  en  vertu  des  inégalités  (lo),  que  Ion  suppose  déjà  vérifiées, 
il  suffit  que  Ion  ail 

/  I  w',  —  coj  I  dm  <;  f , 

J  I  '"i  —  '"o  I  dm  <  ^, 

(•3)  {  f\^',-^„\dm<l, 

f\--z„\dm<\, 

f\o\\dm</. 

Il  est  évident  que  l'on  peut  prendre  £,,  a-,,  /, ,  '(,.  /,  assez  petits  pour 
que  ces  inégalités  soient  vérifiées. 

Les  inégalités  (ii)  sont  donc  vérifiées  à  l'instant  /  =  o;  dés  lors, 
pour  qu'elles  cessassent  d'étro  vérifiées  à  partir  d'un  certain  instant  /, 
il  faudrait  qu'à  cet  instant  t  l'état  r  du  système  fût  \\\\  lial  K,  ;  mous 
prouverons  donc  que  les  inégalités  (i  i)  demeurent  vraies  cpiel  <pie 
soit  /,  si  nous  prouvons  que  l'on  peut  choisir  î,,  ct,,  y,,  t,,  /,  si  petits 
([uc  l'état  c  ne  puisse  jamais  devenir  un  étal  1*3,  ;  pour  cola,  il  siiflit,  en 
vertu  de  l'inégalité  (H),  de  prouver  (jue  l'on  peut  choisir  £,,  ',■./,, 
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t,,  /■,  assez  pelils  pour  que  Ton  ait,  quel  que  soit  /, 
(i  4)  tl)  +  1  ff  dm  -  <I>,  <  P. 

Le  premier  membre  de  Tégalité  (i/|)  peut  sV-crire 

$  + 1  /V  dm  -  $;  +  (*;  -  *o)  +  (  *o  -  *.  ^• 

Il  est  clair,  tout  d'abord,  que  Ton  peut  choisir  s,,  cr,,  ■/,,  C,  assez 
petits  pour  que  l'on  ait 

(i5)  P 

(  $„-*,<  3- 

D'autre  part,  le  principe  des  forces  vives  nous  donne  la  condition 

<I»  +  -^  (  'j-dm<<i>\  -+-  ^  f  i'flni, 

le  signe  <  convenant  au  cas  où  il  y  a  eu  travail  des  actions  de  visco- 
sité et  de  frottement  dans  le  passage  de  l'état  e\  à  l'état  e,  et  le  signe  = 
convenant  au  cas  où  ces  actions  n'ont  effectué  aucun  travail.  Nous 
avons  donc 

$  +  1  /  o-  <///?  —  $',$;;  /  ??  (If^^  ■ 

Si  nous  prenons/,  assez  petit  pour  que  nous  ayons 
'-fo';dm<^, 

nous  aurons  aussi,  quel  que  soit  /, 


(i6)  $  +  ^  l'cpV/m  -  <f;  <  3  • 

Journ.  de  Math.   (5-  série),  tome  VIIl.  —  Fasc.  1,  kjoî 
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Les  iiu-j^^alilôs  (i5)  et  (iG)  ayant  lieu  quel  que  soit  /,  il  en  sera  de 
mémo  de  rinégalilé  (i4)  cl  le  théorème  stMa  (irinoniré. 

Une  dernière  remarque  est  nécessaire. 

Le  potentiel  interne  -f  ne  varie  pas  lors(|ir(in  <lniini'  au  svstrinc  mi 
déplacement  d'ensemble  dans  Tcspace  ;  la  quantité  \N'  ne  varie  pas 
lorsqu'on  lui  donne  une  translation  quolconfpie  parallèle  à  l'axe  Oz  de 
rotation,  et  il  en  est  de  même  de  la  somme  (,T'-f-\\  ).  Il  peut  arriver 
(pie  la  (juanlité  ii  demeure,  elle  aussi,  invariable  lorsque  le  système  se 
meut  parallèlement  à  Oj;  c'est  ce  qui  aura  lieu,  en  particulier,  si  les 
actions  extérieures  sont  nulles,  comuu'  il  airive  dans  plusieurs  jiro- 
blèmes  de  grande  importance. 

Dans  ce  cas,  nous  délerniinerons  cluu|uo  point  par  sa  distance  ;  à  un 
plan  meYié  perpendiculairement  à  Taxe  do  rotation  et  non  pas  fixe  dans 
l'espace,  mais  passant  toujours  par  un  même  point  matériel  choisi  une 
t'ois  pour  toutes;  de  la  sorte,  deux  états  qui  se  déduiront  l'un  de  l'autre 
par  une  simple  translation  parallèle  à  Taxe  de  rotation  ne  seront  pas 
considérés  comme  distincts.  De  même,  au  lieu  de  considérer  la  vitesse 
(jue  nous  nommons  o,  il  faudra  considérer  la  vitesse  analogue  en  sup- 
posant le  mouvement  de  chaque  point  rapporté  non  à  un  plan  fixe 
normal  à  Taxe  de  rotation,  mais  au  plan  variable  que  nous  venons  de 
définir.  Enfin,  dans  la  définition  de  la  stabilité,  on  devra  regarder  un 
système  comme  immobile  lorsqu'il  est  simplement  animé  d'un  mou- 
vement de  translation  uniforme  parallèle  à  l'axe  de  rotation. 

Il  suffit  d'indiquer  cette  remarque,  qui  a  son  analogue  dans  l'étude 
de  la  stabilité  d'un  système  défini  par  un  nombre  limité  de  paramètres 
variables  (  '). 

(')   P.  Al'PKLi.,  Traitr  f/c   Mécaniiitic  ralioniiellr.  l.  II.  p.  353. 
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S'ir  une  catégorie  de   fonctions   transcendantes   (  ' 
et   les   équations  différentielles  rationnelles  ; 

Par  m.  Edmond  MAILLET, 

Ingénieur  des  Ponts  el  Chaussées, 
Képétiteur    à    l'École    Polytechnique. 


I. 

iVous  nous  proposons  ici  de  chercher  si  les  séries  ordonnées  suivant 
les  puissances  croissantes  ou  décroissantes  de  la  variable  x,  et  dont 
les  exposants  ou  les  coefficients  satisfont  à  certaines  conditions  de 
croissance  ou  de  décroissance,  peuvent  être  solutions  des  équations 
différentielles  rationnelles  en  y  et  ses  dérivées  et  dont  les  coefficients 

sont  soit  des  polynômes  entiers  en  x,  soit  des  séries  en  -  ou  a?  dont  les 

exposants  ou  les  coefficients  satisfont  à  certaines  conditions  de  crois- 
sance ou  de  décroissance. 

Nous  obtiendrons  en  particulier  le  théorème  général  suivant  : 

La  fonction 

fil  f)„ 

ail  ()„  est  quelconque  et  '|„  une  fonction  croissante  de  n  telle  que 

•].„^,  =  A'IJJ" 
Ckfini  et  7^  o,  |j.„  croissant  indéfiniment  avec  n),  ne  peut  satisfaire 

(')  Voir  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciefices.  Paris,  25  février, 
II  mars,  11  novembre  1901. 
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à  une  rf/ua(ion  (tijfcrentielle  rationiirlle  en  x,  y  et  ses  dérivées, 
ilordi-e  quelconque. 

\nii>  iiuli(|iiorons  clos  extensions  de  ces  résiillJits  aux  séries  de  Irae- 
lioiKS  rationnelles  el  aux  fractions  continues.  Il  en  résultera  en  parti- 
culier cette  propriété  remarquable  :  il  existe  une  infinité  de  fondions 
parmi  lesquelles  an  moins  les  fonctions  algébriques  et  celles  définies 
par  les  équations  dilTérentielles  rationnelles  (pii,  développées  en  séries 
de  fractions  rationnelles  de  la  forme 


V 


aux  environs  d'un  point  ordinaire  Xo(la  base  ()y.  Q,. (^>„.  . . .  étant 

formée  de  polynômes  entiers  en  x  arbitrairement  clioisis  dont  les 
racines  ont  leurs  modules  limilés,  R„  étant  de  dej^ré  >  o  el  <  celui 
de  Q„,  et  Po  un  polynôme)  ne  peuvent  être  telles  que  le  terme  de 
rang  n  -+-  i  soit,  par  rapport  au  terme  précédent,  d'un  ordre  de  peti- 
tesse supérieur  à  une  certaine  limite  fonction  des  déférés  des  poly- 
nômes de  base,  quelle  que  soit  la  base  choisie. 

Nous  signalerons  l'analogie  de  ces  résultats  avec  ceux  obtenus  par 
Liouville  et  par  nous  en  ce  qui  concerne  les  nombres  algébriques  et  les 
racines  des  é(]ualions  Iranscendantes  (' ). 


II. 

Considérons  l'équation  dill'érentielle 

(')      "(■'•■>■•  7i' •■■■£')  =2-vHë)"-e3'.-)'' 

V  étant  une  fonction  raliomulli'  de  ./ ,  de  j'  el  de  ses  dérivées  succes- 
sives en  X  jusqu'à  loidrc  /i^o;  ou  pourra  toujours  prendre  pour  les 
coefficients  A  des  polynômes  entiers  en  x. 


(  M  Voir  Molii'  Notr  du  .linirnal  de  Mathémali'/ues,  1901.  p.  4i9- 
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Soit  la  fonction 

où  0„  est  une  quantité  quelconque  et  '\i„  une  fonction  croissante  de  n, 
qui  peut  être  négative  pour  les  valeurs  de  n  inférieures  à  une  limite 


finie,  mais  qui  est  telle  que  ^^~  croisse  indéfiniment  avec  n  :  supposons 


que  3  satisfasse  à  (i);  on  a 


'    (3)  /y^-^— Z      ^5+K,      ' 


et,  identiquement, 

co  "=i:A(2jî:r-[i:(~')''"'-""'-i;;.;'-'"^-']"- 

où 

A  =  ao.r''  +  . .  .-f-  a^. 

Considérons  le  produit  II  qui  multiplie  A  :  son  terme  général  cn- 
a  pour  exposant 


(5) 


(6)  j"'.^;::!'":^r.':; 

1    m\-h...-h»i';^^i\, 
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et  pour  coefficient 


B  =  -^^ — ^  — ^ — ^  ( - 1 )*'»o:' . . .  o"' . . .  or,' 


w;  :  .  .  .  w 

(7) 


On  aura  en  particulier  dans  II  un  terme  0,  d"exf)Osanl 

[  E.  =  '■„ •!«  -t-  /;  (  1-4-  •^« )  4- . . .  +  /; (A-  -h  •-{/„) 

avec  le  coefficient 


(«) 


(9)        B,  =  (  -  ,y;--+*'>0;o+ --'A.|;i- ■■•-'*  . . .  (A-  _  ,  -+-  ■}„  y^ 
Posons 

/«H-     /,-!-...-+-    /*  =  P,  /„  4-     /,  -I- . . .  -I-    i'^  =  P', 


(  i,-\-  -^u-h.  ..-h  ki/,=  lS,         i[-^  2i'.-h..  .-h  kil  =  'S'. 

Le  terme  de  degré  E,  dans  II  donnera  dans  le  second  membre  de  (4) 
des  termes  de  degré  E,  —  £,,  avec  o^t,'Sq,  termes  qui  ne  seront  pas 
tous  nuls,  dont  l'un  au  moins  devra  se  réduire  avec  d'autres  de  même 
degré,  et  qui  donnent  lieu  pour  chaque  valeur  de  n  à  un  nombre  fini 
de  relations  de  la  forme 

(II)  SaB^o. 

Or  le  degré  d'un  de  ces  autres  termes  est  de  la  forme  E  —  t,  avec 
o'Stîy,  ■/  étant  le  plus  grand  degré  des  polynômes  A,  et  l'on  devra 
avoir 

(i2)  E,  =  E-i  +  t,. 

Cherchons  les  termes  du  deuxième  membre  de  (1)  pouvant  satis- 
faire à  celte  égalité,  c'est-à-dire  à 

( 1 3)  P'-}„  +  \'  =nCW-h...-^  <•]/,:.  +  N  -  c  +  £, . 
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Pour  toute  valeur  de  P,  le  second  membre  de  (i3)  devra,  si  ii  est 
suffisamment  grand,  être  tel  que  P'  des  quantités  a,  ...,  o^,  en 
nombre  îj  -H. ..+  ik=  P  [cbacune  étant  comptée  ici  autant  de  fois  que 
l'indique  son  coefficient  dansle  second  membre  de  (i3)],  soient  égales 

à  n,  puisque  ^^^'  >■  v],  quel  que  soit  v],  quand  n  est  assez  grand;  les 

autres,  en  nombre  P  —  P'>o,  seront  telles  que  la  somme  des  quan- 
tités 'l'a  correspondantes  soit  égale  à  N' —  N -f- e  —  £,,  c'est-à-dire 
limitée. 

Ceci  posé  : 

1°  Supposons  P'  maximum  et  =  P",  parmi  les  quantités  P,  en 
nombre  limité  et  2  au  nombre  v  des  termes  de  (i);  toutes  les  quan- 
r  tités  P  sont  égales  à  P"  dans  (i  3)  ;  il  faut  N  =  N  —  £  -h  £, .  Les  coofli- 
cients  B  correspondants  sont  tous  de  la  forme  B,;  le  nombre  des 
termes  correspondants  qui  entrent  dans  (ii)  est  ^  au  nombre  des 
quantités  P  égales  à  P"  dans  (i).  Il  doit  donc  y  avoir  deux  termes  dis- 
tincts de  (i)  pour  lesquels  P"  a  la  même  valeur. 

2°  Supposons  P'  quelconque.  Le  nombre  des  systèmes  de  quan- 
tités a,  ...,  Oa  telles  que  [jl^  <];„ -f- . . .  =  N' —  N  -h  £  —  £,([/."<  m",  ...) 
est  limité,  puisque  les  valeurs  négatives  de  'j^^  sont  limitées  inférieure- 
ment.  Il  en  résulte  que  le  nombre  des  termes  qui  entrent  dans  (ii) 
sera  limité  et  ^v',  v'  étant  limité. 

Ce  n'est  pas  tout  :  B,  est  de  l'ordre  de  grandeur  de 

(i4)  KM 

d'après  (g).  Le  nombre  des  termes  de  (i  i)  étant  fini,  il  devra  y  avoir 
un  terme  au  moins  de  (ii)  autre  que  B,  et  du  même  ordre  de  gran- 
deur au  moins  que  B,.  Pour  les  valeurs  de  P>P',  il  devra  y  avoir  au 
moins  un  coefficient  B  pour  lecjuel  P'  des  quantités  a,  ...,  o^  sont 
égales  à  n,  les  P  —  P'  autres  étant  limitées,  et  tel  que  B  soit  d'ordre 

IK'^":',- 

Les  coefficients  Oœ,  ...  correspondant  à  des  valeurs  de  a,  ...  limitées, 
sont  limités  :  par  suite  B  est  d'ordre  'S^K,'\i^,-  Donc,  il  faudra  qu'on  ait 
un  terme  B  pour  lequel  N>N'.  Si  en  particulier  N'  est  maximum 
et  =  N';,ilfautN  =  N';. 
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(lonsidôrons  alors  les  doux  cas  suivants  : 

Condition   ('. 

i"  P  =  P".  —  Parmi  les  termes  ]^  corres|)Oiulants  d  ordre  OJ)  .{/,^, .  il  v 
(Ml  a  pour  lesquels  N'  est  maximum  et  =  N".  Pour  ceux-là,  j/^,'  et  li  sont 
dordre  maximum;  il  devra  y  en  avoir  deux  au  moins  de  cette  espèce. 
A  fortiori  dcvra-t-il  y  avoir  deux  termes  pour  les({uels  P'  =  P"  parmi 
les  termes  de  (i  ). 

Condition  D. 

■j."  N'  =  N'Î.  —  Parmi  les  termes  correspoiulants,  prenons  tous  ceux 
i)Our  lesquels  P  a  la  même  valeur  maxima  P,  ;  il  devra  y  eu  avoir  au 
moins  deux. 

Inapplication  des  conditions  C  et  D  ci-dessus  donne  alors  les  résul- 
tats suivants  : 

1°  Quand  (i)  est  d'ordre  zéro,  c'est-à-dire  est  un  polynôme  entier 
en  .1-,  y,  la  condition  C  suffit  à  montrer  que  (4)  est  impossible  :  il 
n'y  a  qu'un  terme  pour  lequel  P'  =  P  '. 

■2.°  Quand  (i)  est  du  premier  ordre,  la  condition  C,  par  exemple, 
montre  que  l'on  devrait  avoir  deux  termes  distincts  correspondant 
à  P"=i„-)-f,,  i\"=/,  dans(i),  c'est-à-dire  à  un  même  système  de 
valeurs  de  /„  el  /, ,  ce  qui  est  impossible. 

3°  Quand  (i)  est  d'ordre  quelconque  A,  et  «jue,  pour  tous  les 
termes  de  (i)  pour  lesquels  P  =  P',  N  =  ^",  ou  N  =  N'|,  P  =  P^, 
n  —  2  des  quantités  /„,  /,,  . .  .,  i^  ont  même  valeur  deux  à  deux,  il  en 
est  de  même  des  deux  autres.  Ces  termes  se  réduisent  à  un,  et  les 
conditions  C  et  D  ne  peuvent  avoir  lieu. 

4°  Ce  sera  encore  le  cas,  par  exemple,  pour  les  écjuations  did'é- 
rcnlielles  rationnelles  en  x  et  j',  et  linéaires  par  rajiport  aux  déri- 
vées de  y.  La  valeur  maxima  N'  de  N'  est  éfjale  à  /r,  el  la  valeur  Pj 
correspondante  est  '„-l-  i,  i\  étant  le  degré  en  y  du  polynôme  entier 

en  X,  y  (|ui  forme  le  coefficient  de  -j-',,-  U  n'y  ;i  (juuii  Icrme  corres- 
pondant et  la  condition  D  n'est  pas  satisfaite. 
La  condition  C  conduirait  aux  mêmes  résultats. 
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5°  Considérons  parmi  les  équations  différentielles  d'ordre  k  celles 
qui  sont  complètes  par  rapport  aux  dérivées  de  y  qui  y  entrent,  c'est- 
à-dire  dont  le  premier  membre  forme  un  polynôme  complet  de  même 
degré  j  séparément  par  rapport  à  chacune  de  celles  des  quantités  y', 
y",  . . .,  ^"*'  qui  entrent  dans  (i),  en  nombre  /.  La  valeur  maxima  N'^ 
de  N'  correspond  au  terme  pour  lequel  tous  les  y',  y",  ...,j)^'*'  qui 
entrent  dans  (i)  ont  l'exposant  j  et  qui  a  pour  coefficient  un  poly- 
nôme quelconque  M(j:,y).  La  valeur  maxima  correspondante  P^ 
de  P'  est  unique  et  est  relative  au  terme  de  ^l(x,y)  d'exposant 
maximum  en  y.  La  condition  D  n'est  donc  pas  remplie. 

6"  Considérons  enfin  les  équations  différentielles  rationnelles  en  x 
et  y  dont  le  premier  membre  forme  un  polynôme  de  degré  total  A  par 
rapport  à  celles  des  quantités  j)--',  y",  ...,  v'^'qui  y  entrent,  en  nombre  /, 
ce  polynôme  comprenant  tous  les  termes  possibles  de  la  forme 

Gy"''y""- . . .  y""!,         <3,  +  «2  +  . . .  -h  f//  -—  A, 

G  étant  un  polynôme  entier  en  x  et  y. 

La  valeur  maxima  de  N  est  évidemment  k\,  et  la  condition  D  n'est 
pas  remplie. 

On  peut  résumer  la  plupart  des  résultats  précédents  dans  le  théo- 
rème suivant  : 

Théorème  L   —  Soit  la  fonction 

0,  0„ 

OÙ  0„  est  quelconque,  et  '-p,,  u/ie  fonction  croissante,  qui  peut  être 
négative  pour  les  valeurs  de  n  inférieures  à  une  limite  finie,  mais 

i'?ti'^'*  ■  qui  est  telle  que  — ^  croisse  indéfiniment  avec  n  : 

L   'p  ne  peut  être  une  fonction  algébrique  de  x. 

IL  cp  ne  peut  être  solution  d'une  équation  différentielle  de 
premier  ordre,  rationnelle  en  .r,  y,  y'. 

IlL  1^  ne  peut  être  solution  des  équations  différentielles  ration- 
nelles en  X  et  y,  et  linéaires  par  rapport  aux  autres  dérivées  de  y. 

Jourii.  de  Math.  {  ô"  série),  tome  VIII.  —  Fasc.  I,  igoi.  4 
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W .  z  lie  peiil  ri IV  .solution  des  équalions  dijfcrrnliclh-s  ivitlon- 
ni'llrs  i/'oriirc  A  complètes  par  rapport  à  celles  des  drn\rrs  de  y 
qui  y  entrent  en  nombre  l,  c'est-à-dire  dont  le  premier  membre 
forme  un  polynôme  de  même  degré  j  .séparément  par  rapport  à 
ces  quantités  aiec  un  terme  d'exposant  total  Ij. 

V.  o  ne  peut  être  solution  des  équations  dijférentirltr.s  ration- 
nelles en  X  et  y  d'ordre  k,  dont  le  piemier  membre  forme  un  poly- 
nôme de  degré  total  \  par  rapport  à  celles  des  quantités  y' ,  y",  ..., 
y'*'  qui  V  entrent,  si  ce  polynôme  comprend  tous  b'S  ternies  pos- 
sibles de  la  forme 

(]y'"y'":. .  .(v*  )"',  a,-h  a-i-h  . .  .-h  at=  A, 

(i  étant  un  pnhnome  entier  en  .v  et  y. 

On  poul  inrmo  allor  un  pou  plus  loin  pour  les  ccpiations  ditliTcn- 
licllcs  linéaires  ordinaires  à  cootTicicnls  rationnels. 
Une  fonction 

non  peut  ôtro  uuo  solution  (jue  si 

A  „  I  (  -   I  )*  0„  |„  (,+.];„)...(/.■-,  +  •}„)  ,,-*-^.  +   .  .  . 

Si  'l,,— ■■{^„_(  croît  indcfininicnt  avec  n.  pour-  //  assez  t;ran(l,  l'on- 
semblc  des  termes  dont  Tovposant  ne  dilVorc  (pir  (ruiir  (pianlili-  linio 
de  —  'j*,  doit  se  réduire  à  zéro.  On  ou  conoluia  nu  nornluc  liiii  {\v 
relations  do  la  forme 

I  «*■}„(  I  -H  'y,,).  .  .(  /.  —  I  +  ■^„  )  4-  .  .  .  -t-  ^/„  |0„       ... 

ce  ([ni  exige,  (pmnd  n  est  assez  grand,  0*=  »,  et  A,,  (le\rail  se  roduiio 
à  zéro.  Donc  : 

TiiKOHÈMK  II.   —  La  fonction 
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lie  peut  être  solution  d'une  équation  différentielle  linéaire  à  coeffi- 
cients i-atiuiinels  en  x  que  si  '];,  —  'j^„_,  ne  croit  pas  indéfiniment 
avec  n . 

III. 

On  peut  clahlir  dos  lliooi'èmes  similaires,  dans  le  cas  où  la  crois- 
sance de  '!„  est  moins  rapide,  moyennant  certaines  hypothèses  que 
nous  préciserons  tout  à  Theure.  Supposons  seulement  que  'j'„_n  —  '\i,i^i . 

Tout  ce  que  nous  avons  dit  dans  le  §  II  reste  vrai  justju'à  (12)  in- 
clusivement. 

Cherchons  les  termes  du  deuxième  membre  de  (4)  pouvant  satis- 
faire à  (12),  c'est-à-dire  à 

(i5)  !"•}„  +  N'  =  /«:  ■!,  +  ...  +  /«t'K  4-  N  -  £  +  £,. 

Pour  toute  valeur  de  P'  le  second  membre  de  (i5)  devra,  si  n  est 
suffisamment  grand,  être  tel  que 

(I(i)  P-KMp4-s', 

£'  étant  fini,  cl  j3  la  plus  grande  des  quantités  a,. . .,  0^..  On  en  conclut 

(17)  ?Sz- 

y  n  étant  une  fonction  croissante  de  n. 
Pour  toute  valeur  de 

P  =  m\  4- . .  •  +  »/*, 

on  aura  alors  comme  limite  supérieure  du  nombre  des  solutions 
de  (i5),  quand  t  et  £,  sont  donnés,  le  nombre  des  systèmes  de  valeurs 
(jue  peuvent  prendre  P  quantités  a,  b,  . . .,  d  quand  on  donne  à  cha^ 
cune  d'elles  les  valeurs  i,  2,  ...,  y„,  c'est-à-dire  yj,'5-/,^',  si  P"  désigne 
encore  le  maximum  de  P  pour  tous  les  termes  de  (i).  Le  nombre  des 
systèmes  de  valeurs  de  £,  —  £  est  fini  et5p;  par  suite  chaque  pro- 
duit An,  auquel  correspond  une  même  valeur  de  N  et  de  P,  pourra 
fournir  au  plus  py^'ii',  termes  distincts  satisfaisant  à  (i  j),  et  Tenseaible 
des  produits  AH  au  plus  o-yj]'  termes,  a  étant  fini. 
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Ceci  posé,  soitP  =  P'  ;  les  cocftîcicnls  B  qui  oiilioiil  dans(  1 1  )  soiil 
fil  ii(iiiil)rc  ;:  ^/!j  .  (12)  dcvifiil 

{ 18)  ?"■!„  ■+-  N'  =  m;-|,  ^ . . .  -^  n)\  V:^  +  N  -  £  -^  £.  ; 


«/J  +  ...+  w\<P'. 

Si  toutes  les  quantités  a,  ...,^yt  sont  C_ri,  (t8)  est  impossible  pour 
«  assez  grand,  à  moins  que 

(19)  ///,'  -f- . . .  -I-  /??,*  — -  P  ". 

Par  conscMjucnl,  les  termes  de  (i  r)  se  divisent  en  deux  caléi^orics  : 
1"  ceu\  pour  lesquels  (19)  a  lieu  et  a,  ...,2*  sont<";  pour  eux, 
P  =  P';  2"  ceux  pour  lesquels  une  au  moins  des  quantités  a,..., 
C;iesl  >  n. 

Considérons  la  première  catégorie  de  termes  :  s'il  n'y  a  qu'un 
terme  de  (i)  pour  lequel  P  =  P",  les  termes  de  la  première  catégorie 
se  réduisent  à  un  (')  dès  que  n  est  grand,  si  s  est  convenablement 
choisi.  C'est  par  exemple  le  cas  quand  F,  dans  (i),  est  un  polynôme 
entier  en  x  et  y,  ou  encore  quand  F  ne  contient  qu'une  seule  des 

quantités  y,  ^j  •••>  -t-^>  et  est  de  la  forme  F(x,  —jj^  o  (cas  des 

fonctions  abélienncs   et  de  leurs  intégrales  successives).    On    peut 
prendre  alors 

i|/„  =  rt  -t-  V,  -/„  =  P"«  -+-  p,  (p,  fini). 

(c'est  encore  le  cas  des  é(|uations  df  Riccali  cl  de  Hernoulli,  à  coefli- 
cienls  rationnels). 

Plus  généralement,  même  si  le  noiiiljro  des  termes  de  (t)  pour  les- 
quels P  =  P"est>>i,   d'après  (18),  une   des  quantités  a,  ...,^4  ne 


(  '  )  Si  q'  est  le  degré  du  lei  me  le  moins  élevé  dans  An,  il  n'y  a  dans  le  produit 
r|u'un  terme  de  degré  P"^„-{-N' — q'  qui  ne  se  réduit  avec  aucun  autre  tel 
que  1,  . .  .yi/t^n. 
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pourrait  êlrc  <  n  que  si 

(20)  '}„<•].„_.  4- A, 

ce  qui  est  impossible  dès  que  '^„ —  '\'n-i  dépasse  une  cerlaine  quantité 
finie  fonction  de  N  et  des  degrés  des  polynômes  A  ('),  a  foitiori 
si  '\„  —  ']>„_,  croît  indéfiniment  avec  71. 

Supposons  que  ceci  ait  lieu  :  si  toutes  les  quantités  a,  .  . .,  O/,  sont 
égales  à  n,  il  faut 

ni'\+. .  .-H  w*^-^  P". 

Or,  les  termes  B  correspondants  sont  de  l'ordre  de  grandeur 
de  ôj]  'l'JJ  ;  leur  nombre  est  d'ailleurs  limité,  car  il  y  en  a  au  plus  un 
pour  chaque  produit  II.  Supposons  alors  que  parmi  eux  il  n'y  en  ait 
qu'un  pour  lequel  N'=  N";  la  somme  des  modules  des  autres  sera 
d'ordre  inférieur  à  0)1" '|,^'. 

Finalement,  dans  tous  ces  cas,  l'ensemble  des  termes  de  la  première 
catégorie  donne  dans  (i  i)  une  somme  de  l'ordre  de  0||"'];J'.  Supposons 
qu'il  en  soit  ainsi,  et  considérons  maintenant  l'ensemble  des  termes  B 
de  la  deuxième  catégorie  :  pour  que  (11)  soit  possible,  il  faudra 
évidemment,  dans  tous  les  cas  précités,  que  la  somme  des  modules 
de  ces  termes,  chacun  multiplié  par  un  facteur  constant  et  limité,  soit 
au  moins  de  l'ordre  de  grandeur  de  |0!f'|^'|,  c'est-à-dire  n  fortiori. 
que 

(21)  •  I or'Kj<x,i 1 0:" . . .  o'^'^'K'! . . .  i 'U ...  (A-  - 1  +  'k)!r- 

Or,  si  I  0„|  est  une  fonction  décroissante  de  n  que  l'on  peut  toujours 

(')  Soit,  par  exemple,  L'>  '^n+s.—  ^n>  L,  d'où  i]^„>  «L  +  /,  4'a«>0«L  4-  /,, 
4'„<rtL'+/',  P'<|/„<P'/iL'-HP'/'.  Posant  6«^p<(0  4-1) /i,  (16)  donne 

/,  +  0/iL<<l;a„^il'p5P'4-„-E'<P'/iL'  +  /". 

On  peut  prendre 

P'«L'+/"— /, 

x«= , -+-«• 
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supposer  lollo  que  |  0,  |  •<  i ,  on  a  ici 
On  a  fl'aillours,  d'après  (tO), 

^;'i . . . (;,, . . . ^A  - ,  +  iî,)r;.<x,(P"^„  +  v,)^  A3(P"^^„-H v,r' 

>i^  étant  la  valeur  niaxinia  des  quantités  \,,etX,  étant  fini.  Le 
nombre  des  termes  du  deuxième  membre  de  (i  i)  est  d'ailleurs  au  plus 
éj^al  à  7'/!,'  ,  et  (21)  donne 

|or;'].„N"r=A,i(P".|„+v.)^'-/.ro„.,i, 

A,  étant  Uni,  ou  encore 

X5  étant  fini. 
Dès  lors, 

(22)  |0„ 


X-,/'""! 


/    ?  ' 


l^a  fonction  ']/„  étant  donnée,  par  suite  la  lnnction /„  ou  une  liinifi 
supérieure  rr,,,  ceci  sera  impossible  dès  (pic 


(^-3)  10„.,|< 

ou,  a  forliori,  dès  que 


^^zr-v: 


(^-4) 


10„..|< 


or 


)..cTr.v 


mV. 


Dans  le  cas  des  fonctions  alj^ébriques  ou  des  fondions  abéliennes 
tl  de  leurs  intégrales  successives,  on  peut  prendre  •}„  =  «  -1-  v  , 


y.n 


v  n 
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et  (il)   sera  impossible  dès    que  (aS)  a  lieu,   par  exemple  quand 
0„  = '("■"',  r  étani  >  I,  puisque 

r-n  '  P" 


pour  /i  assez  grand. 

Soit  encore  une  équation  (i)  donnée.  Si  '!«— '^n-,  reste  compris 
entre  deux  limites  finies  L  et  L'  définies  comme  précédemment,  et 
suffisamment  grandes,  (i  i)  est  encore  impossible  quand  0,,^  "(""'. 

Enfin  supposons  que  ]/„ —  '^„_,  croisse  indéfiniment  avec  «;  si  la 
fonction  ,[;„  donne,  d'après  (i6),  p5R«,  R  étant  fini  (ce  qui  a  lieu, 
par  exemple,  quand  -{>„=  «"',  car  on  a 

p, -t-P"«"'<R"'n'" 
dès  que 

R>";p^T7, 

//  étant  assez  grand),  on  peut  prendre 

(28)  aura  lieu  quand  0„^  "C"'  ,  et  (1)  sera  alors  impossible. 

Au  surplus,  quel  que  soit  le  mode  de  croissance  de  ■\'„  et  de  y,,, 
(28)  donne  toujours  le  moyen  de  déterminer  le  mode  de  décroissance 
de  0„  de  façon  que  (i  1)  soit  impossible,  pourvu  que  •!„  —  ,j;„_|  croisse 
indéfiniment  avec  n  ('). 

Condition  C. 

En  résumé,  on  peut  formuler  ici  une  condition  analogue  à  la  con- 
dition C  : 

Dans  le  cas  où  'J>«  et  0„  sont  tels  que 

io„..i<! 


yS:^::^^ 


(')  On  pourrait  peut-être,  par  une  discussion  un  peu  plus  approfondie    amé- 
liorer l'inégalité  (28)  et  la  préciser  :  nous  n'insistons  pas. 
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il  doit  y  avoir  au  moins  deux  termes  de  (i)  correspondant  à  la  valeur 
maxima  P"  de  P  des  que  '!„  —  '\i„^,  >  i . 

Quand  ^n—  ^n^,  croît  indéfiniment  avec  n,  parmi  les  ternies  de  (i) 
correspondant  à  la  valeur  maxima  P"  de  P  il  doit  y  en  avoir  deux 
au  moins  pour  lesquels  N  est  maximum  et  =  N  ".  Cette  condition  est 
même  nécessaire  dès  que  j/,,  —  ']^„^,  dépasse  une  certaine  limite  finie 
fonction  des  coefficients,  des  exposants  et  de  Tordre  de  (i). 

L'application  de  cette  condition  donne  alors  les  résultats  suivants  : 

i"  Quand  (i)  est  un  polynôme  entier  en  x  et  y,  ou  en  x  et  ^—^  la 

condition  C  n'est  pas  remplie  et  il  n'y  a  qu'un  terme  pour  lequel 
P  =  P  ".  On  pourra  prendre  ici  j^,,  —  '^„^,  =  i . 

2"  Quand  (i)  est  du  premier  ordre,  la  condition  C'  (deuxième 
partie)  montre  que  l'on  devrait  avoir  deux  termes  distincts  corres- 
pondant à  P"=  /p -4-  i,,  X"  =  if,  c'est-à-dire  à  un  même  système  de 
valeurs  de  /„  et  /,,  ce  qui  n'est  pas. 

'^°  Quand  (i)  est  d'ordre  quelcon(|ue  A,  ol  que,  poui'  tous  les 
termes  de  (i)  pour  lesquels  P  =  P ",  N  =  N",  n  —  i  des  quantités 
/,,  ...,  i/,  ont  même  valeur;  il  en  est  de  même  des  deux  autres.  Ces 
termes  se  réduisent  à  un,  et  la  condition  C  (deuxième  partie)  ne 
peut  avoir  lieu. 

/j"  Ce  sera  encore  le  cas  pour  les  équations  dilTérenliellos  ration- 
nelles en  X  et  y,  et  linéaires  par  rapport  aux  dérivées  de  y.  On  a  ici 

P  =  /„  N-o     • 

pour  les  termes  ne  contenant  pas  de  dérivées  de  y,  et 

P'  =  /'„  -M ,         N'  =  A  >  o 

|)()ur  les  autres  termes. 

Deux  valeurs  de  IS'  ne  peuvent  être  égales  sans  (jue  les  valeurs 
de  P'  ou  de  P  dillèrent.  La  condition  C  (deuxième  partie)  n'a  'pas 
lieu. 

f)"  Considérons  parmi  les  éipiations  dill'i>renlielles  rationnelles 
d'ordre  A  celles  qui  sont  couq)lèles  par  rapport  à  y  et  aux  dérivées 
de  y,  c'est-à-dire    dont    le    premier    membre   forme    un   polynôme 
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complet  de  même  degré  par  rapport  à  toutes  les  quanti  tés  j'jj'',  ...,  y'^' 
qui  entrent  dans  (i).  Siy  est  la  valeur  maxima  commune  de  /„;  •  ■  •■,  ù, 
la  valeur  maxima  de  P  est  //',  /  étant  le  nombre  des  cjuantités  jk>>' >  ••■? 
y'*'  qui  entrent  dans  (i),  et  il  n'y  a  (pruu  terme  pour  lequel  P  a  cette 
valeur.  On  pourra  prendre  ici  '|„  —  -p,,-,  =  i.  C'est,  en  particulier,  le 
cas  quand  une  seule  de  ces  quantités  entre  dans  (i)  (cas  particuliers 
indi([ués  ci-dessus).  La  condition  C  (première  partie)  n'est  pas 
remplie.  . 

()"  Considérons  enfin  les  équations  dilTérentielles  rationnelles  en  x, 
}■,  ....  j'*'  dont  le  premier  membre  forme  un  polynôme  de  degré 
total  X  par  rapport  à  celles  des  quantités  j^',  y',  . .  .,/•'''  qui  y  entrent, 
en  nombre  /.  Si  ce  polynôme  comprend  tous  les  termes  possibles  de 
la  forme 

Gy"" . .  .y"',  f/,j  -f-  f/,  +  . . .  -f-  a/  =  À, 

(i  étant  un  polynôme  entier  en  x,  la  valeur  maxima  de  P  est  évidem- 
ment À;  les  valeurs  N  sont  a,  -h  .  ■  ■  -h  ka/^'Sk'k,  et  la  valeur  maxima 
de  N  pour  les  termes  en  question,  égale  à  AÀ,  correspond  au  ternie 
unique  G^'*'^.  La  condition  C  (deuxième  partie)  n'est  pas  remplie. 
On  peut  résumer  la  plupart  des  résultats  précédents  dans  le  théo- 
rème suivant  : 

Théorème  IIL  —  Soif  la  fonclion 

OÙ  i^„  est  une  fonction  croissante  de  /<,  qui  peut  être  négaiue  pour 
les  valeurs  de  n  inférieures  à  une  limite  finie ^  'j/,;^,  —  \^,^  croissant 
indéfiniment  avec  n. 
Soit  encore 

dy  cl''y\       ^   \/._\..,        /f^''".)' 


^'>      F(-'-'>'2"-B)  =  EAW/'- 


une  équation  différentielle  rationnelle  en  x,  y  et  ses  dérivées,  les 
A(.r)  étant  des  polynômes  entiers  en  x. 

Jouin.  de  Math,  (j'  série),  tome  MU.  —  Fuse.  1,   1902.  5 
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.S/  co„  ('  )  l'.sl  uni'  crriaiiic  fuiictioii  rrnissa/itc  'If  ii  '/m  <l'''pt'nd 
<}r  i„,  l'I  .si  l'on  a 

(2>)  |0„..  !<!';;;;■[', 

f/i/i'llr  que  .Suif  la  co/ista/i/r  V  poiti'  Il  assez  •ivaiul  : 

I.  c  ne  prul  rire  ni  fonction  aliiéhriqitc,  ni  fonclion  alx-lienne, 
ni  une  i/il('s:ral>'  d' tinr  fonclion  ahriicnne ; 

II.  0  //''  peut  l'tre  .solution  des  ('•qualions  dilIV-renfielles  ration- 
nelles du  premier  ordre  en  x, y,  y' ; 

III.  o  ne  peut  être  solution  des  (hj nations  différentielles  ration- 
nelles en  X  et  y,  et  linéaires  par  rapport  aux  autres  déri\ées  de  y., 

1\  .  o  //''  /"'///  être  solution  des  équations  différentielles  ration- 
nelles (i)  d'ordre  h  complètes  par  rapport  à  celles  des  quantités  y, 
) ',  . . .,  y  *  '7"' J'  c/itrent,  en  nombre  l,  c'est-à-dire  dont  le  premier 
membre  forme  un  polynôme  complet  de  même  degré  j  séparément 
par  rapport  à  celles  des  quantités  y,  y',  . . . ,  j*  qui  y  entrent,  avec 
un  terme  d'e.cposant  lj\ 

\  .  z  ne  peut  être  solution  des  équations  différentielles  ration- 
nelles d'ordre  l<  dont  le  premier  membre  forme  un  polynôme  de 
degré  total  '/.  par  lap/iort  à  celles  des  quantités  y,  y',  ...,  y"" 
qui  y  entrent,  en  nombre  /,  si  ce  polynôme  comprend  tous  les 
teinies  possibles  de   lu  forme 

r._y"-7'". . .  .y*^"',  «„  +  «,  +  ...  +  «/=  A, 

(  i  étant  un  polynôme  entier  en  :c. 

(hiand^),^  =  'Ç""'  ("C  >  i),  ('Z  que  .J/,,  =  n'"  (m  >i),  la  condition  (sS) 
est  toujours  satisfaite. 

Les  propriétés  1  '-/  W  restent  vraies  quand  ■!^„. ,  —  l,,  est  fi/ii 
r/  >  I .  Ainsi  elles  sont  applicables  à  la  fonction  ^  quand  0„  =  'Ç~"'. 

(  '  )  Ici  w'/,  =:  Ai /S' 4""  • 
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IV. 

Ou  peut  obtenir  des  résultats  plus  généraux  sur  les  fonctions  de  la 
forme  (a)  et  les  équations  de  la  forme  (i)  quand  on  fait  sur  '^n  des 
hypothèses  plus  restrictives. 

En   elTet,  supposons  encore  que  ^^y^  croisse  indéfiniment  avec  n; 

prenons  dans  le  produit  II  le  terme  en  -  obtenu  en  formant  le  produit 

de  P  termes  avant  pour  exposants  respectifs,  à  une  quantité  finie 
près  : 

ce  terme  pourra  être  obtenu  en  attribuant  successivement  h  a,  ...,  C/^ 
les  valeurs  distinctes  n,  «  +  i .  . .  . ,  «  +  P  —  i  (  m']  =  ...  =  /«,>  =  i  ) 
dans  un  ordre  quelconque;  il  aura  alors  dans  II  l'exposant 

(26)  E,  =  •}„^p_,  -h  ■}„.,,^,-f-. .  .4-  •}„  -+-  N, 

et  pour  coefficient 

(27)   B,  =  iK'j  .../,!(-  r)^o„^,_, . . .  o„,,o„  X  ^::vp_, . . .  j'^-; 


on  a 


cr,+...-h7p=N, 


et  A,  est  fini,  positif,  et  limité  supérieurement  et  inférieurement  quel 
que  soit  «;  parmi  les  P  quantités  cr,,  Tj,  ....  c7,.,  il  y  en  a  4  égales 
à  A,  /a_,  à  A:  —  I ,...,/',  à  I ,  /„  à  o,  et  cela  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles ('). 

Si  l'on  suppose  P  =  P",  le  terme  correspondant  de  degré  E^,  donnera 
encore  dans  le  second  membre  de  (4)  des  termes  qui  ne  pourront  se 


(')  On  ne  doit  considérer  ici  comme  distincls  deux  termes  de  Bj  que  quand 
deux  des  systèmes  de  valeurs  des  exposants  u,,  ...,  n,,  correspondants  sont 
distincts  par  l'ordre  de  ces  quantités. 


KI>M.     MMT.I.ET. 


roduiiv  ([iravcc  ci'ux  d'oxposanls  de  la  forme  (^12).  Ces  exposanli; 
dcM'onl  satisfaire  à 

(  2iS  )  'l,,  ^p,_,  -f-  'J/,,^,,.,,  -)-  .  .  .  +  '^^  =  /» ^  '1^  4-  .  .  .  -+-  ///*  -^-^  -h  OJ , 

où  w  est  Uni,  cl  lOii  en  concliil  (|iie  le  seroml  iiu'iiiliir  duil  rivi'  Ici, 
comme  le  premier,  que  1'  =  P  ',  el  (ju'iinc  el  mic  scidc  des  (|iiaii- 
lilês  a,  . . .,  fî;(  soil  éijfaleà  une  des  rpianlilés  //,  «  +  1 ,  . . .,  «  -i-  1'  —  i . 
Les  termes  de  (  'j)  en  question  s(inl  veux  (|nc  nous  avons  considérés 
lout  d'abord;  leur  nombre  esl  liniili'. 

Pour  que  (11)  soit  possible,  il  faudra  donc  ([ue,  parmi  les  (juan- 
titi's  B_,  dont  l'ordre  de  grandeur  en  n  est  maximum,  el  pour  Icstpielles 
P  =  P  ,  il  y  en  ait  au  moins  deux  de  même  ordre,  provenant  de  deux 
termes  difVérenls  de  (  '|  ),  c'est-à-dire  a  foiiioii  deux  telles  <pie 

( 29)  'l'+i.--,  •  •  ■  'K-'  =  '^^ 'l'ii"-.  •  ■  •  ■■!'"■■■, 

A  étant  fini  et  liinilc  supérieurement  et  inférieuremenl,  les  quantités 
correspondantes  /,  /^  ,,  ...,  /„  n'élant  pas  toutes  égales  aux  quan- 
tités i\,  i\_^,  ...,  /'„  correspondantes.  On  peut  supposer  que  a^  soit 
la  première  des  quantités  t,,  ...,  t,,.  qui  ne  soit  pas  éi,'ale  à  la 
(piantité  correspondante  c-!^  et  t  •<  P";  en  effet,  si  l'on  avait  a,  =  i\. 
(7.,  =  '7'.,,  ....  a-,,»_, ^  a-p._, ,  on  aurait  '7,..= 'j',...-  jiarmi  les  quantités 
7,,  ...,  7,.,  il  y  en  aurait  i\  égales  à  o,  /,  égales  à  i,  ...,  /<  égales 
à  A,  et  de  même  «'„  égales  à  o,  ...,  /<  égales  à  A";  donc  i\=^  i'„,  .  ., 
i^=z  i\^  et  les  deux  termes  IJj  correspondants  coïncideraient,  contrai- 
rement à  ce  qui  précède.  On  aura  alors 

(30)  ;].:>,_,...  :];y=x^^:,._,...^<', 

doi'i,  si,  par  exem])le,  t.^  a'., 

(3 1  )  •|:!7-'J.  =  A'Kiî--?-î'  •  •  •  •]'''•"'■•■> 

avec  CTt  —  (jt  ^  A ,  t  <[  P' ,  el 

(3a)  ^-....-.->^teu_....^i;'-, 
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UL-+,,  ...,  a,,.,  étant  rationnels,  positifs  ou  négatifs,  et  de  dénomina- 
teurs ^/i. 

Nous  ne  chercherons  pas  provisoirement  à  discuter  régalilé  (32). 
Nous  remarquerons  seulement  qu'il  n'est  pas  difficile  d'imaginer  des 
lois  de  croissance  de  ■h„  telles  que  Ç^-i.)  soit  impossible.  Il  suffit  de 
prendre 

V  étant  une  quantité  qui  reste  limitée  supérieurement  et  inférieure- 
ment  et  cî„  une  fonction  croissante  de  n  qui  croit  indéfiniment  avec  /i. 
Il  faudrait,  en  efi'et,  pour  n  assez  grand 

ce  qui  est  impossible  dès  que  n  surpasse  une  certaine  limite.  Donc  : 
Théorèjh:  IV.  —  Soit  la  fonction 

OÙ  0„  esl  quelconque  cl  .{;„  une  fonction  croissante  de  n  qui  peut 
être  négative  pour  les  valeurs  de  n  inférieures  à  une  limite  finie, 

mais  qui  est  telle  que  '—^  croisse  indéfiniment  avec  n  :  o  ne  peut 

satisfaire  à  une  équation  différentielle  rationnelle  d'ordre  quel- 
conque que  si  l'on  a  au  moins  une  relation  de  la  forme 

(v  entier^  ut.,,  ...,  \i..,  rationnels  ne  peuvent  avoir  qu'un  nombre 
limité  de  valeurs  ne  dépendant  que  des  exposants  de  y  et  de  ses 
dérivées  dans  V équation  donnée  et  de  l'ordre  k  de  cette  équation, 
les  dénominateuis p^,  . . . ,  p.,  étant  < k). 

En  particulier,  'y  ne  satisfait  à  aucune  équation  différentielle 
rationnelle  quand  '\n+\  =  '^'j'^'j  ]^n  étant  une  fonction  de  n  qui  croit 
indéfiniment  avec  n,  et  A  u/te  quantité  finie  z^  o  et  limitée  supérieu- 
rement et  inférieur ement . 
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Jii-ni(trfjiic.        Les  résultais  obtenus  dans  les  ([iialie  preiiiins  para- 

i;rnplies  st-lendenl  évideininenl  aux  séries  obteuues  en  reuiplacaut  - 

|>ar  r  —  .r„  et  qui  pourraient  représenter  le  développement  dune  solu- 
tion aux  environs  du  point  .r„  (réel  ou  imaginaire). 


Les  résultats  précédemment  obtenus  ne  sont  pas  spéciaux  aux  séries 
ordonnées  suivant  les  puissances  croissantes  ou  décroissantes  de  .<■;  ils 
s'étendent  aux  séries  de  pol\  nomes  et  de  fractions  i-alioniiclli's,  jiar 
suite  aux  fractions  continues. 

Nous  nous  ciiiiienliTiins  d'iii(li([uer  ici  une  pailie  de  ces  extensions 
en  employant  un  autre  mode  de  démonslralion  qui  donne  des  n'-sultals 
plus  complets  à  certains  égards. 

Soit  d'abord 

(33)  c,  =  P„+ -  -H -^ -f-.  ..-I- -'  -+-... 

une    série    ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes   de  la  va- 
riable .f,  P„  étant  un  polynôme;  nous  supposons  la  série  o,  —  P„  con- 
vergente aux  environs  du  point  .r  ^  ^c  qui  est  ainsi  un  ])ôle  ou  un 
point  ordinaire  pour  o,. 
Désignons  par 

(3',)  Q„.     Q.,     O,,     ... 

une  suite  de  polynômes  de  degrés  y„,  y,,  q,,  . . .  >  o;  on  |K>urra  tou- 
jours, et  d'une  seule  manière,  nietlre  o,  sons  la  forme 

(35)  .,  =  P        '-         '- 


n,.  Ho-  •••)  P>;/7   •••    étant    fies    polynômes  eiiliers  en  .r  de  degrés  /',, 

/■j,  ...,/•„,...  <C  f<'ux  de  (,)|,  i), (^)„,  ...  res|)e(li  veulent. 

i'n  cfl'el,  si 

<:?,-p„)  -,. 

£,<,),   sera  une  série  conqirenanl  un  ]>ol\nome   1»,  de  degré  inférieni- 
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d'une  unité  au  moins  à  celui  de  Q,  et  une  partie  z.  de  la  forme 

—  +  -4  -+-  •  •  • 

11  H,  t., 

T''       ^  «~  o,  ^  n, 
On  mettra,  de  la  même  manière,  t.,  sous  la  forme 

d'où 

Par  analogie  avec  ce  que  nous  avons  dit  pour  les  systèmes  de  iiunié- 
ralion  généralisés,  nous  dirons  que  (34)  est  la  hase  d'un  système  de 
représentation  aux  environs  du  point  a;  =  00  ;  (35)  est  la  représenta- 
tion de  ç,  dans  ce  système  (au  cas,  bien  entendu,  où  ©,  est  une  série 
convergente  ou  sommable).  On  pourra  évidemment  supposer 

le  système  de  représentation  correspond  alors  aux  systèmes  de  numé- 
l'ation  ordinaires. 

Désignons  par  |-  la  fraction  o,  -  '"^'  >  et  soit  encore  Téqualioii 
différentielle 

(.)    K-.r.i^,---S)=:s-v-(g:r-(gy. 

dont  ç,  est  solution. 

Soity  =  Y]„  +  //„,  y'  =  ri'„  +  Z//,,  . . . ,  7 *'  =  v]!f  '  +  A„'',  en  supposant 
que  Y],  soit  une  fonction  de  x  qui  dill'ère  d'aussi  peu  qu'on  veut  de  j- 
ainsi  que  ses  dérivées  dès  que  |  a.- 1  >  [;.  (  [/.  fini).  Prenons  pour  y]„  la 

fraction  ^^i  on  a 


^  =  p„  +  ...-|- 


S„  ~     ""^'  •  '^  n,  . . .  Q„  ■"  tvîiQi  ■  ■  ■  Q« 

avec  S«  =(,),  g,  ...<,)„. 
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Supposons  encore  que  les  zéros  (')  des  polynômes  (3'!)  iiicnt  tous 
leurs  modules  limités  supérieurcnienl  :  piruous  a  supéiieur  à  ce  mo- 
dule ;  on  a  r  I  <;  (7 , ,  . . . ,  r„<^q„,  ... 


(■36) 

^              ^„..       _  R„. 

""  -  Q,  . . .  Q„  -  S_, 

si  y,  -\ 

-rj,  +  . 

••+r/„=.s„,  Y„,  Y 

//.. 


finis  >  o; 


esl  d'ordre  plus  pelil.  ainsi  (pu;  lontrs  les  aulres  dérivées  de//. 
Ou  aura  alors 

•^^'*  1         =F(,r,yi,,,...rr,;)-4-(/*„F;-4-...+  //:f'Iv)('  +0=='»' 

î  tendant  vers  o  (juand  //„,  . . .,  //„*  tendent  vers  o,  |  ./•  j  croissant  indé- 
linimenl.  On  peut  assigner  à  |  î  j  une  limite  supérieure  donnée  a  priori 
aussi  petite  qu'on  veut,  pourvu  qu'on  prenne  n  et  |  x  \  supérieurs  à  une 
limite  assez  fcrande.  Alors 

(■■i8)     [F(r,y)„,...,yi:f)!  =  n;A„F;,  +  ...+  /;,fIv)(t  +  OI- 
Le  pi'emier  nu^inbre  esl  de  la  forme 

|i:ayi:;...yi;;~'*i. 

Or  |y)„|  =  ^'    csl^  -5^-  On  voit  sans  peine  que  |y)^f|(*)  est  ^—;;ji;7f;- 
Le  terme  général  du  premier  membre  de  (38)  est  alors  au  moins 


(')  Si  l'on  suppose  tous  les  coefficients  réels,  il  suffit  de  supposer  les  modules 
des  zéros  réels  limilés  el  x  réel. 

(»)  T,'„"  est  l       ,'^„ ;  en  elTcl,  soit 


,(/-!    _  '^-1 

'"     -  S'  ' 


.■tant   un   iKilMiDinc, 


!.;.,S;,-/a,-,S;r'S:,  _  a/,,S„-/a,-,S:.  -,  __?3  _, 
S"  —  S'*'  =.r-'""*"' 
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.■irai  à 


si  Fou  pose,  a  élaiiL  Uni, 

N  =  /,  +  ■>./,  +  ...  +  A//,. 

Le  deuxième  meml)i-e  de  (38),  si  l'on  suppose  que  9,  n'annule  pas 
simultanément  F;.,  ...,  F,  <  ,  est  <  ^,,,^,-,^,+5 (^  const.).  On  devra  donc 
avoir,  si  cr  est  le  minimum  de  P  +  N  pour  les  termes  de  (1) 


(:k))  s,,,,  —  /v,f -^rtCT  -f-  0,  (0,  fini). 

On  pourra  toujours,  quand  ^,,  ^,,  ...,  y„  sont  donnés,  prendre 
y^^^^  _  ,-^^^1  assez  grand  pour  que  cette  condition  ne  soit  pas  remplie. 

Soit,  par  exemple,  y„  =  «!([  +■/]),  (o<yî5i),  /•„  =  •/]'«  .'(linv/]' =  o 
pour  «  =  co,  •^'  étant  limité);  il  suffit  qu'on  ait 

{n  -M)!  >  \i.\n\  +  (h  -  i) !+...+  i]n7 

([illimité),  ou,  afovliori, 

(n  -+-  i)!  >  [J.[nl  +(«  —  i)\{n  —  t)]a, 

ce  qui  a  lieu  évidemment  pour  //  assez  grand. 

Remarque.  —  Un  raisonnement  semblable  est  applicable  quand  9, 
annule  F',  ...,  F' a  sans  annuler  toutes  les  dérivées  successives  F^, 
F' ,,,,, La  formule  (87)  est  un  peu  modifiée. 

En  effet,  supposons  d'abord  cpie  ç-,  annule  toutes  les  dérivées  pre- 
mières, secondes,  etc.,  de  F  par  rapport  à/,  y',  ....  Soit  2^"  le  maximum 
de  t\,  ;^_,  le  maximum  de  /^-i  pour  les  termes  tels  que  «V  =/",...,  t°  le 
maximum  de  î„  pour  les  termes  tels  que  h—'li  ik-^=''l-i-i  ■■■>  'i  =  'l' 
ces  derniers  se  réduisent  à  i.  Soit,  par  exemple,  ?"=/','  =  ...= /^  =  o, 

Journ.  de  Malh.  (5"  série),  tome  VIII.  —  l'asc.  I,  1902.  '-' 
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avec  /y_,  7^  o;  o,  doit  aniuiler  la  dérivw 


qui  est  de  la  forme  A^''^^'  -+- A,.  On  n'a  évideiiiincnt  pas  A=o; 
si  A,  =  o,  o,  serait  un  polynôme  (  '  ),  cas  que  nous  écarterons.  Prenant 
encore  une  fois  la  dérivée  en  y'-^'*''\  on  est  conduit  à  un  résultat 
absurde;  donco,  n'annule  pas  toutes  les  dcrivcesde  F  par  rapport  ày, 
>-',  ...,  y*.  L'enii)l()i  d'une  formule  analogue  à  (Sy)  conduira  à  des 
conséquences  semblables;  mais  on  trouvera  pour  la  limite  supérieure 
du  second  membre  de  l'égalité  qui  remplace  (38)  une  limite  supérieure 
plus  avantageuse  que  celle  donnée  par  (^q).  Finalement  (  3f))  restera 
vrai  dans  tous  les  cas. 

Le  tliéorème  que  nous  obtenons  ainsi  peut  s'énoncer  comme  il  suit  : 

Théouème  y.  —  Soi(  la  série  illiniitér 

R,  R,  R„ 


=  P 


(v'.      <.>.Q.        ■•      Q.Q.--(v>-. 


P„,  R,,  R,,  .  .  . ,  R,„  .  .  . ,  Qm  Q,,  •  •  • ,  (},n  •  ■  ■  <'l(inl  '/t's  polynômes 
entiers  en  x  de  degrés  />„,  /-, ,  / .,,  .  .  . ,  /•„,  .  .  . ,  ^,,  i/o,  ...,//„,  ... 
respectiscmcnl  avec  r,<^q,,  . . .,  r„<^//„,  . .  .,  les  zéros  réels  de  Q,, 
Oo,  ....  Q„,  ...  ayant  leurs  modules  limités.   Si  o   est  solution 

(ly  (!'•  y 

d'une  équation  différentielle  rationnelle  en  x,  .>')  ;/^'  •"'  7^.<  '  ^" 

doit  avoir,  dès  que  n  est  assez  grand, 

(ro  entier  qui  ne  dépend  que  de  /«  et  des  exposants  de  r,  y  .  .  .  .,  ^x'*' 
dans  l  équation  en  question,  o,  entier  Jini). 

En  particulier,  o  ne  peut  être  solution  d'une  pareille  équation 


(')  Ce  polynôme  serait  de  degré  A— i.  Le  lliéorènic  \'  reste  évidemmenl 
vrai  quand  i»|  est  une  simple  fraction  rationnelle  de  la  forme  (35)  avec  R,ip^  o, 
R„n  ^:;  R„^,=:. .  .=r  o,  /(  étant  assez  grand. 
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quand  rj„=n](i-\-T^),  avec  o5yi$i,  r„  =  n\-t]'(yim-f]—o  pour  n  =  y:.). 

Rciuarque.  —  Changeons,  clans  o,  et  (i),  -  en  ;  —  ;„  :  o,  devicnl 

le  développement  en  série  de  fractions  rationnelles  d'une  fonction 
de  z  —  Za  aux  environs  du  point  ;  =  :;„:  (i)  devient  une  équation 
différentielle  rationnelle  d'ordre  k  en  z.  I^es  mêmes  considérations 
restent  évidemment  applicables  :  si  l'ordre  de  petitesse  des  termes 
successifs  de  cp,  aux  environs  de  ;  =  ;„  croît  suffisamment  vite,  o  ne 
peut  être  solution  d'une  équation  différentielle  rationnelle. 

Application  aux  fractions  continues  il/imitées. 

Soit  la  fonction 

o  =  R„  -f-  • _ 


R, 


R, 


supposée  donnée  par  son  développement  en  fraction  continue  illi- 
mitée, R„,  R,,  R2,  ...  étant  des  polynômes  (')  à  coefficients  réels, 
dont  les  racines  réelles  ont  un  module  limité  et  ^  a,  et  tous  positifs 
pour  .r  ]>  UL  :  les  réduites  successives  étant 


Pi     P>     P3 

Q.'    Q.'    Q3'    ■■■' 

on  a 

,^_p        /p,       P,\               /P„       P„_, 

ou 

(4o) 

•i       ^'    1      '             '1         1   ^~')" 

^~    Q.             Q.Q-2             <x'-2<v»3                             Qn-^Qn 

Le  dernier  membre  est  une  série  de  fractions  rationnelles  à  laquelle 


P„  .         .  . 

(')  -=r- étant  irréductible  et  ayant   une  valeur  finie   pour   |jr|>;A,   Q„   n' 

aucune  racine  réelle  de  module  >  \x. 
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on  poul  ;ij)jiliqiior  ce  qui  précède  sous  certaines  coiulitions  (' ).  On  a 

•Ji   -—    L    _| iJ _L  _|_    ^ '- >J ii^_l    _i_ 

^      Q.       <v>. Q.      Q,QAh  ^  ■  •  •  -t-       Q.Q, . . . Q„       ^  •  •  •  • 

Soient  encore 

y,,      ry,,      (73,       ....      y„,       ... 

les  degrés  des  dénominateurs  des  réduites;  su|)poson 

<7,  +7.,-+-...  +  y,,--..  <y„; 

'I  sera  justenienl  de  la  forme  (35)   cl  le    lliéorème   précédetil    sera 
applicable.  Si 

Cii)  Çn^,  >(q,-^  f/ ■-+-■■■  + g,,)  ra  +  7,  -(-  y, +  ...-+-  y„-,  +  0,, 

ce  qui  entraine  d'ailleurs  linégalitc  précédente,  '^  ne  peut  être  solu- 
tion de  (1). 
On  a 

q,<q2<--, 

et 

puisque  y„  >  y„^ , .  11  suffira  donc  que,  pour  />  assez  grand, 

(42)     y„-t-  /•„  >  (q,  -+-  y,  -h. . .+  y„)ny  +y,  +  </,  +  ...+  y„.,  H-  0, 

pour  que  ■]>  ne  soit  pas  solution  d'une  é(|uati()n  diUërentielle  ration- 
nelle d'ordre  A. 


(')  Nous  aurions  pu  évidemment,  au  lieu  de  (3j),  considérer  In  forme  plus 
générale  de  », 

n\     K  h;, 

<,,^P,+  --^^;.+...-t-g--t-..., 

S„_i  ne  divisant  pas  forcément  S„  et  les  ordres  de  petitesse  des  fractions  suc- 
cessives allant  en  augmentant.  Ce  qui  précède  indique  suClisamment  la  marche 
à  suivre. 
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Ce  sera  le  cas,  en  particulier,  quel  que  soit  A-,  si  Ton  prend 
/•„=«!(! +  7])         (o<yj<i). 

En  eflet,  il  suffira,  d'après  (42),  qu'on  ait 

n\>{q,  4-  q.,+...+  q„){T^  +  \). 
Or, 

(  qn    =  ^'^-t +  '•„_,, 


qt    =?.    +''o 

d'où 

q„  =  r„_,  -+-  /•„_,  +  ...-+-  r,  +  y, , 

<  2[(«  — i)!  +(«  -  2)!  +...+  i]  +  (/,, 

<  2  («  -  i)!  +  2  ;-i^  (n  -  i)  !  +  ry,  <4(n  -  I)  ! 
pour  «  assez  grand.  Il  suffira  alors,  a  fortiori,  qu'on  ail 

/.!  >4[(/*  - 1)!  4- (-^;^  («  -  i)](tn  + .), 

ou 

«!>(«  —  i)!8(îrr  +  1), 

ce  qui  a  toujours  lieu  pour  une  valeur  suffisamment  grande  de  n. 

Si  Ton  considère  enfin  le  cas  particulier  où  F,  dans  (1),  est  une 
fonction  de  >r  et  de  y  seuls,  on  aura  k  =  o.  On  peut  améliorer  un  peu 
la  condition  (40  en  remarquant  que  le  deuxième  membre  de  (38)  est, 

en  réalité,  d'ordre  au  plus  égal  à  celui  de  7T—r\ — '  c'est-à-dire  de  l'ordre 

I  ,  P  .  I 

de -, •  D'autre  part,  l'ordre  de  r.,,^  -=^  est  ^  à  celui  de  -— >  et 

celui  du  premier  membre  de  (38)  à  celui  de   ^^  ,.  _^ •  (Sq)  peut  donc 
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•Mro  rem  placé  par 

(A,.  '/.,  constantes  finies  et  ]>  o),  d'où 

(/«  +  7«+.  f  ?«'o+'^.  (0,  fini), 

Or 

?«-.  =  y« -+-'•«, 

ol,  par  suite, 

r,.<{q„-  o.)i^+c,. 

Nous  obtenons  ainsi  le  corollaire  suivant  : 
Corollaire.  —  La  fraction  continue  illimitée 
'^  =  R„  H ' — ■ 

où  H„,  R,,  Ro,  ...  sont  des  polynômes  en  x  à  cocflicienls  réels  de 
degrés  ]\,  /•,,  /'a,  ...  rcspectivenicnl,  les  modules  des  racines  réelles 
de  ces  polynômes  étant  limités  et  les  coefficients  des  plus  hautes  puis- 
sances de  X  tous  positifs,  ne  peut  être  une  solution  d'une  écjuation 
différentielle  rationnelle  d'ordre  A  que  si 

ni  étant   un  entier  positif  qui   ne  dépend  que  de  A-  et  des  exposants 

(\c}  ,y',  ...,  y'*' dans  l'équation  en  question,  et  ^,,7^,  7,,,   ••• 

les  degrés  des  dénominateurs  des  réduites  successives. 

Kn  particulier  : 

I"  On  ne  peut  avoir  r„  -  //!  (i  -f-  y;)  (o'^t'I^î); 

■2"  i  ne  peut  être  une  fonction  algi'hrique  (pie  si 

r„1  i,{q„-  2)-t-o,, 
/„éiantlc  degré  de  •]/,  0,  une  constante  finie. 
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Ces  résultats  sont  évidemment,  jusqu'à  un  certain  point,  des  exten- 
sions aux  fonctions  algébriques  et  aux  équations  différentielles  des 
résultats  indiqués  par  Liouville  pour  les  solutions  des  équations  algé- 
briques à  coefficients  entiers. 

On  voit  ainsi  qu'il  existe  une  infinité  de  fonctions,  parmi  lesquelles 
au  moins  les  fonctions  algébriques  et  celles  définies  par  les  équations 
différentielles  rationnelles  qui,  développées  dans  un  système  de  l'epré- 
sentatlon  de  base  quelconque  aux  environs  du  point  Xg  (du  point  a; =co), 
les  racines  des  polynômes  de  base  ayant  leurs  modules  limités,  ne 
peuvent  être  telles  que  le  terme  de  rang  n  -h  i  soit,  par  rapport  au 
terme  précédent,  d'un  ordre  de  petitesse  supérieur  à  une  certaine 
limite  fonction  des  degrés  des  dénominateurs  des  termes  précédents. 
C'est  là  un  fait  aussi  remarquable  que  la  propriété  correspondante 
pour  les  nombres  représentés  dans  un  sjstème  de  numération  de  base 
quelconque  ('  ). 

VT. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  cbercberons  à  étendre  les  résultats  précé- 
dents aux  équations  différentielles  rationnelles  par  rapport  à  y  et  ses 
dérivées  et  de  la  forme  (  i)  (§  II),  quand  les  A  sont  non  plus  des 
polynômes,  mais  des  fonctions  de  la  forme 

(43)  A  =  i.:;^s 


a,,^  étant  fini  et  ^  o  au  moins  en  général,  •/]„  cjuelconquc,  mais  ^  o 
et  ne  dépendant  pas  de  A,  et  nT„_^  une  fonction  croissante  de  /i  telle 
que  cï„4—  cT„^^  soit  toujours  fini  ainsi  que  cj„  ^  —  ']/„. 

Nous  commencerons  par  étendre  le  tbéorème  lY  à  ces  équations 

différentielles  en  supposant  que  ^-^  croisse  indéfiniment  avec  n. 

Nous  suivrons  à  peu  près  la  même  marche  qu'au  §  IV. 

(')    lo//' noire  Note  précitée. 
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l'ieiioiis  dans  le  produit  Ail  le  leniic  en  -  d'exposant  Iv.  obtenu 

en   formant  le  produit  de  P-f-i  termes  ayant  pour  exposants  res- 
peetifs,  il  iiiir  (|iiiiiitil(''  finie  près, 

'•l'/o  'h'-i^  •  •  ■)  'h-^f-tJ  ^n+f,A  =  ■^«^■+  f 

c  étant  lini. 

(le  ternii-  jjonrra  rtre  olitonu  de  la  nièmc  nianièie  rpi'an  §  IN  ,  mais 
en  tenant  CDinpIcdu  terme  07^  ^  qui  eiilie  dans  ].',,  et  donnant  succes- 
sivement à  a,  .  . .,  Cl/,,  A  les  valeurs  //,  //  -(-  i ,  ...,//  -t-  P  flans  un  ordre 
(pielconque;  on  aura 

( 4  'l  )  K  =  ■\'„^v  +  ■|„^,._,  -f-  ...  +  ■];„+  p ,  ; 

le  eoeilicient  correspondant  sera 

(  ',  -5  )   b;  =  1  /„:.../,:(-  r y a,^,  r,j^ 0;__, . . .  o,.  x  à.-|„%,.  . . .  ■};;  •  • . 

On  a 

Aç  est  fini,  [)osilif  et  limité  supérieurement  et  inférieurcment;  parmi 
les  quantités  cr,,  7^,  . .  .,  a^,,^.,,  il  y  en  a  4  égales  à  /»•,  fV,  à  A'  —  i ,  . . ., 

/,  à  I,  /„ -+-  I  à  o,  el  cela  de  toutes  les  manières  possibles,  y',,,  y,._ J„ 

ont,  dans  un   certain  ordre,  les  valeurs  a/  +  P,  «  +  P  —  i ,  . . .,  /i  et 
l'exposant  a  de  '^y  est  o. 

Su|)p()sons  P  =  1*".  Le  terme  correspondant  de  degré  ]\\  donnera 
dans  .\ll  un  terme  (jui  ne  pourra  se  réduire  (pi'avec  ceux  d'exposants 
de  la  forme  (l'-i).  Ces  exposants  devront  satisfaire  à 

(  '|(>;)     w  +  .j;^.,„.4-  .i,_  ,,._,+  . . .  4_  .|^_  =  „,«.\^^  +  . . .  -f-  /»,V|.-^  +  ny^. 

où  oi  c>\    lini,   ri    Ton    cii   conehil    ijuc    le   second    nicmluc    doil    être 
ti'l,  comme  le  premier,  (pie  P=  P"  et  ipi  une  el  uni'  seule  des  ipiaii- 

tili's  a,  . . . ,  o<,  A  soit  égale  à  une  des  (pianliti-s  //,  //  -f-  i n  -h  P". 

Les    Icrmrs   m   (picslion  sont    ceiiv   (pir   nous  a\ons  considérés  tout 
d'abord;  Ifiir  nombre  est  limité. 
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Pour  que  (i  i)  soit  possible,  il  faudra  donc  :  i"  ou  bien  que,  pour 
deux  des  quantités  B'^,  on  ait  P  =  P",  et  que  leur  ordre  de  grandeur 
en  n  soit  le  même,  c'est-à-dire,  a  fortiori,  qu'il  y  en  ait  deux  telles 
que 

(47)  I  v'^y,„._,-  ■  -o..  e V:'-'  I  =  I  M^x^,  ■  --k'^'i. 'i:/'-  ' 

|AJ  étant  fini  et  limité  supérieurement  et  inférieurement;  2"  ou  bien 
que,  dans  un  des  coefficients  B',  au  moins,  il  y  ait  au  moins  deux  termes 
d'ordre  maximum  égal  ('),  ce  qui  conduit  à  la  même  égalité.  Dans  le 
premier  cas,  les  quantités  correspondantes  4,  i/,_,,  ...,  ?'„  ne  sont  pas 
toutes  égales  aux  quantités  i'^,  4-i  ?  •  •  •  >  '0  i  ^^^  ^^  ^^^^  comme  au  §  IV. 
Ce  premier  cas  exigera  donc  que 

I  -ri  :   Ô,   '-L'^  . . .  'ly*'  I  =  :  Ar,  ,  0,-    ■b"'^  „,       ...  •|<"-  I, 

d'où,  si  par  exemple  7_>  t^, 


■ni,..  B/^A    '  ,n.  ,^v 


(48)         +„,-_„,  =  |x^,^i^;j  feu...«'  ^ 

Dans  le  second  cas,  si  les  deux  termes  de  B',  du  même  ordre  sont 
tels  que  l'on  n'ait  pas  à  la  fois  a,  ^  cr', ,  . . .,  a,,^;  ^  ap_^,,  on  est  encore 
conduit  à  (4>^)'  Mais,  s'il  en  est  dilTéreminent,  il  devra  y  avoir  deux 
termes  de  B!,  pour  lesquels a^  '']j„^j'.,^  •■•^y  ^^  ^j'  '']/ .^h'...  •••'^y'  soient 
comparables;  pour  le  premier  de  ces  termes,  'j/y  ,  a  pour  exposant  o, 
et  pour  le  second,  'j/^',  a  pour  exposant  o.  Dans  le  cas  où  ?„  =  o,  ces 
deux  termes  ne  pourraient  être  tels  que  a-,  =  7',,  g.^=  a'.,,  ...,  et  le 
deuxième  cas  est  alors  impossible  ;  il  en  est  autrement  si  l'un  des 
termes  pour  lesquels  P  =;  P"  est  tel  que  /„  =  j  .  Alors,  parmi  les  coeffi- 
cients (}j  ,,,...,  Oy  ,  en  nombre  P",  il  y  en  a  P"  —  t  qui  figurent  dans 
le  second  membre  de  (4-^);  on  aura  donc  finalement,  si  6y  „  est  celui 

(')  Encore  ce  cas  doit-il  être  exclu  quand,  dans  les  A,  lous  les  termes  à  partir 
du  h'^"'^  (A  fini)  sont  de  même  signe. 
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fjiii  n'y  lii^un^  [las, 

avec 

c'csl-à-(liro 

Une  clos  conclilions  (  ^8  )  et  (  {()")  doil  liiialruMMil  avoir  lien. 

Dès  lors,  il  n'est  pas  diffirilc  (rirnai,niii'r  des  cas  très  étendus  où 
elles  n'ont  lion  ni  l'iiiu'  ni  lautro  :  on  oil'iM.  coniino  au  tlK-oi-ouio  ^', 
supposons 

(5o)  ■\>„^,^m'-; 

(48)  donne 

•-P„H-p--T+i  —  >^i  H  '  ■\>'^ii'~_^ . . .  •lî)""*' , 


II  = 

La  promioro  condition  exige 


'K+P--T+1  <  >^.  H'"K+r.»-T         (v  lini  >  o), 

I£lle  exige  aussi 

•|„.p.._,^,>A',ir''|r        rvr.ni  >o), 

ce  qui  doiirio  finalouiont 

/  > ,  ,  ■l<;^p--TH-i  -^  1 1  \.  1  .L(!i„+r_t-v)% 

les  deux  uieiubi'i's  oxtcôinos  croissant  indiMluitMonl  avec  n. 
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Il  suffira  que  H  soit  >  le  premier  membre  ou  <^  que  le  dernier, 
sans  que  ( '19)  ait  lieu,  pour  qu'il  y  ait  impossibilité.  Un  cas  simple 

^      T),    „  Oy    „ 

est  celui  où  — -  reste  limité  ;  il  sullira  que  le  rapport  — -  ne  reste  pas 
limité  quand  /*  croît  indéfiniment  pour  que  (49)  n'ait  pas  lieu.  Sup- 
posons, par  exemple,  que  I  -"^  tende  vers  zéro  en  décroissant  quand 
/i  croît  indéfiniment;  on  a 

6/,,;  I  =  I  o;+7- 1  " 

(5i)  donne 

^i::^!:r''^'<\^^]<'^':!^^V'''''^        (A,v.  finis). 
Il  faudra,  a  foi-tiofi, 

ce  qui  exigera 

-'«-Hl  !  ^    .lia 


,I,(2|^„+p._t)f 


Un  sera  donc  sûr  d'un  cas  d'impossibilité  rpiaïui 

A  I  0„  1 


M       < 


i,(H-»+vJf,. 


(a„,  v„  et  p„  fonctions  croissantes  de  n). 
Il  faudra  encore 


9„^,..  I  <  A.l  0„,,„._,  I  ■|„/p',_,  <  I  0„  .„,._,  I  ^;  ••"  (co,  const.). 


32  EDM.     MAILLET. 

On  sera  encore  sûr  duu  cas  d'impossibililé  si 

10„..J>'^^        (Mrmi>oV 

Nous  résumerons  les  résultats  les  plus  uols  ilo  la  discussion  précé 
denlc  dans  Fénoncé  suivant  : 

TiiKoitÈME  VI.  —   Soi/  la  série  ilUmili'c 

0,  0„ 


où,  pour  II  assez  Sirand,  \^\  dccroil  en  lendaiit  rers  i>  f/i/a/i(/  n 

croît  indéfiniment  et  où  '|„m  ^^^'K"  d"-"  ^''^"^  ""''  /«"'"/'O"  '^''O's- 
sante  de  n  qui  croit  indéfiniment  a^ec  n,  et  A  une  quantité  finie  >  o 
et  limitée  supérieurement  et  inférieuremeni,  qui  peut  rarier 
avec  n). 

Soit  encore  l'équation  différentielle 

>-(-.r,g.-.£ï)=2ArK^:y-(Ê)". 

d'ardre  /. ,  où  les  A  sont  des  séries  de  la  forme  ^«  '~~  {\a„^  \  fini 

I 
cl  ^  o,  au  moins  en   général;  ■/]„  quelconque,  f  o,  ne  dépendant 

pas  de  A  et  tel  que  lini  1^'  I  soit  fni;  et  iô,,.^  une  fonction  crois- 
sante de  n  telle  que  m,,,  -  trî„,,  soit  toujours  fni  ainsi  que  ra,,,  -  •\>„). 

Z)  ne  peut  être  solution  de  F  ^  o  : 

1°  Oua/id 

(A  fui,  a„,  v„,  p„  croissant  iudéfnimcnt  a\-ec  n); 
2"   fiiiand 

'X.,-\>^-''-^       (M/«/>«). 

si  V'  est  le  maximum  de  /„  -I-  t,  -t-. . .  4-  '*. 
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Ml, 


On  peut  encore  étendre  aux  équations  difTérontielles  de  la  forme 
indiquée  au  §  VI  les  théorèmes  1  et  III  (§  II  et  III). 

Nous  n'entrerons  pas  dans  le  détail  en  ce  qui  concerne  le  théorème 
semblable  au  théorème  I;  la  démonstration  est  presque  la  même;  on 
obtient  ainsi  : 

Théorème  ^  II.  -  Tout  étant  posé  comme  ait  llicorèiuc  préccdcnl 
{les  conditions  •]/„+,  =^  A'i;^"  et  Mm. -^^^^  finies  étant  laissées  de  côté), 
les  conclusions  du  tliéorème  I  subsistent  pourvu  toutefois  que 

|0„|<A|tj,/|„]  a/ini-^o) 

dans  les  cas  lY  et  \ .  On  a  des  résultats  presque  analogues  quand 

C7„^  =  '\i„[  I  -I-  r,  )  (lim  ■/]  ^  o  pour  /?  =  ce  ). 

Nous  croyons  utile  néanmoins  de  donner  la  démonstration  du 
théorème  analogue  au  théorème  III. 

Opérons  comme  au  §  III.  Soit  ■\i„+^  —  •];„5:  i ,  et  ôî„  ^  —  i,,  fini  et  5  II 
en  valeur  absolue,  Ii  étant  lîni  et  limité. 

Cherchons  les  termes  du  deuxième  membre  de  (4)  pour  les- 
quels (12)  (§  I)  a  lieu  en  supposant  immédiatement  P' -~  P ",  c'est- 
à-dire  tels  c[ue 

( 1 5  bis)       P"'t>„  -t-  ra„.A  =  "^"'K -i- . . .  -1-  m\ ■\i?,^  +  ôt^.a  ^-  co. 

Ou  en  déduit  encore 

(  1 G  bis)  ^"'\in  ■+-  ^n,x=  'Ip  ■+-  w         et         '^'  côA^A  -^  w  ; 
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|iaisiiile 

(P"-f- i)'^„>'|p+ to'  et  i:  niA.A -^- t^', 

■/„  ('•tant  une  fonction  croissante  de  //. 

l'our  toute  valcnr  de  P"=  nt"  ■+- . .  .-^-  /;/* ,  on  a  conirnc  liniil(?  supé- 
rieure du  nombre  des  solutions  de  (^i5  bis)  '/\*^  ■  <*n  a  ciRore  au 
plus  TyJ*'"   termes  B  correspondants,  a  étant  fini. 

Par  liN  potlièse 

w^-t-...  + w*<P". 

Si  tontes  les  quantités  a,  . . .,  c^,  A  sont  S,n,  (i5  bis)  est  impossible 
à  moins  cpie 

( I <)  bis)  n;"  -H ...  -h  m'î^  =  P". 

Les  coeflicicnts  JJ  de  (i  i  )  se  divisent  en  deux  catégories  :  ceux  poui' 
lesquels  (19  bis)  a  lieu,  et  a,  .. .,  ù^,  A  sont  '^/i;  ceux  j)our  lesquels 
une  au  moins  des  quantités  a,  . . .,  o^,  A  est  >  n. 

(Considérons  la  première  catégorie  de  termes  :  s'il  n"va<in"uii  leruie 
de  (i)  pour  lequel  P^  P",  les  termes  de  la  première  catégorie  se 
réduisent  à  un  pour  n  assez  grand  (cas  où  F  est  un  polynôme  entier 
en^',  où  F  ne  contient  qu'une  seule  des  (juantités  y,  y',  ...,  y*\  où  F 
satisfait  aux  conditions  du  cas  IV  du  théorème  III.  On  peut  jnendre 

alors  'j'n=  "  +  '•')  î=î».,\=  fi  +  '^.v?  '/,«—  ('  "^  P")«  -I-  f  i(?i  fini  >■ 

Plus  généralement,  même  si  Ton  a  deux  termes,  tels  cpie  P  =^  P", 
une  des  quantités  a,  . . .,  0*,  A  ne  pourrait  être  ■<  n  dès  (|ue  ']^„  —  '|i„_, 

surpasse  une  quantité  finie  fonction  de  ?S',  Il  et  des  i^., //,.  <hiand 

ceci  a  lieu,  supposons  les  quantités  a,  . . .,  o^,  A  égales  à  n.  Ou  a 

les  termes  li  correspondants  sont  de  Tordre*  de  grandeur  de  v;„OJ)  •lîJ  ; 
l'iir  nfunbre  est  limité.  Si,  parmi  eu\,  ou  uCii  a  (pi'uu  pour  leipud 
N=  N",  la  somiiir  des  mniliilcs  des  aiilics  est  doriiii'  iulciieur  à  celui 
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Dans  tous  ces  cas,  même  si  la  première  catcg-orie  comprend  [)liis 
d'un  terme,  l'ensemble  de  ses  termes  donne  dans  au  moins  une  rela- 
tion analogue  à  (i  i)  une  sonmie  dont  le  module  est  de  l'ordre  de 

Supposons  qu'il  en  soit  ainsi. 

Considérons  l'ensemble  des  termes  B  de  la  deuxième  catégorie  :  il 
faudra  que  la  somme  des  modules  de  ces  termes,  chacun  multiplié  par 
un  facteur  constant  positif  et  limité,  soit  au  moins  de  l'ordre  de  gran- 
deur de  vj^OJ/IJ;',  c'est-à-dire  a  fortiori  que 

^^.ibi.s)         |yi„orK!^^.shAO-'...02;:4ïi...^^:;j, 

la  somme  H  s'étendant  à  tous  les  ternies  B  de  la  deuxième  catégorie. 
Nous  décomposerons  ces  termes  en  trois  sous-catégories  : 
1°  Ceux  pour  lesquels  A>  «  et  une  des  quantités  a  est  >  n  :  leui- 

nombre  est  5  er,  yjr^';  chaque  terme  a  son  module 

N|  étant  le  maximum  des  quantités  N  ; 

2°  Ceux  pour  lesquels  A  >>«  sans  que  ceci  ait  lieu  :  leur  nombre 
est  ^cy^  «'"/_„;  chaque  terme  a  son  module 

3°  Ceux  pour  lesquels  A  ■<«  ;  leur  nombre  est  fvcTj/îyîJ';  chaque 
terme  a  son  module  =  T3 1  0„_^,  ]  |(i  +  P")'|„-f-  v,P''.  cr,,  a.,,  cr.,,  -,,  z.,,  Tj 
sont  finis. 

(21  bis)  donne  alors 

Sans  discuter  en  détail  cette  inégalité,  on  en  conclut  de  suite 
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*'<"'  /.'i]>  "•  fil  encore 

(  )ii  sera  donc  conduit  à  nue  inipossibililc  quand 

V  riant  >N,. 

Dans  le  cas  où  F  est  un  jiolMionie  entier  par  lapjioil  à  l'iiiir  des 
ipianlitês  >■,)-,  . . .,  V^  et  ne  contient  pas  les  autres,  ou  aussi  quand  F 
renq)lit  les  conditions  du  cas  IV  du  théorème  III,  on  peut  encore 
jirendre 'In  =  « -H  v', .  On  en  conclut,  en  j)articulier,  que  (23  bis)  n 
lieu  ipiand  y],,"^"  et  (i„'Ç"   sont  de  la  forme  i  -f-  r,  (lim,,^,  r,  =  o),  car 

2^-  "-*-'-  <  '— ii^  (a  limité,  :  >  i  ). 

Dans  tous  les  cas  considérés  à  la  paji^e  5'|,  supposons  que  ■j',,  "—  «'"; 
(  2'^  bis)  a  encore  lieu  quand  r,„"C"  et  0„'w"  sont  de  la  forme  i  -v-  Tj. 

lùiiîn  on  conclut  de  ce  qui  précède  une  condition  analo<^ueà  la  con- 
dition C  du  ^  III,  et  ce  tlu'orèine  : 

Théorème  ^  III.  —  Soit  la  série  illi//ii(rr 

ail  'l,,  rst  iiiir  foiiclion  croissante  de  n  qui  peut  être  négative  pour 
/es  l'ab'urs  de  n  iiifih'ieures  à  itue  limite  /inie,  'j/,,.,  ~  'j/„  croissant 
indéfiniment  u\ec  n. 
Soit  encore 

"{■■■y^È Ê)  =2  Ar-(£y  ■■•(£)"■ 

une  équation  diJjférentieUe  rationneUe  en  y  et  ses  dériiées,  les  A  {.c) 
étant  des  fonctions  de  la  forme  ^  —'-„- " ^ >  qui  ne  pement  dijférer 


si:i(   vsK   c\TKGonii-:   de   fonctions  transcendantes.  ot 

'///''  par  les  valcms  dfs  a,,^  cl  des  —,„^,  h's  -q,,  é/anl  quelconques, 
mais  ^  o  et  ii<'  (lépendanl  pas  de  .V,  les  </„^  llniilés  supéricuic- 
iiiciil  cl  iiifcneurcmciil  et  ^  o  en  i^énéral^  et  ô7„^  une  fonctioit  crois- 
sanle  de  n  telle  que  gt„^—  ']^„1H,  il  étant  limité  quel  que  soit  A. 
Si  ^„  est  une  certaine  fonction  froissante  de  n  qui  dépend  de  '|„, 
et  si  l'on  a 

(25  bis)  |rj,„_,|  +  10„,,|<^^, 


quelle  que  soit  la  constante  v,  o  ne  peut  être  solution  de  F  =  o  : 
I .   ~    Oua/id  F  est  algébrique  par  rapport  à  une    des  quan- 

tités y,  y',  . .  ■■, y''  et  ne  contient  pas  les  autres,  ou  est  du  pr-eniier 

ordre; 

il.  —  Quand  F  est  linéaire  par  rapport  au.c  dérivées  île  y\ 
111.  —    Dans  les  cas  indiqués  aux  cas  1}    et  ]    du  théorème  Ul . 
Si  Y)„  =  'Ç-"'{  I  4-  -/j  ),  0„  =  ■(-"' (  r  4-  r,'  )  (  "(  >  i ,  Hm  r^  -o,  Um  r{  —  o 

pour  n  ^^  zc),  et  ,{/„  =  n"'( m  >  i  ).  la   condition  (1^  bis)  a  toujours 

lieu . 

Les  propriétés  I  et  II    du  théorème  II l  restc/it  vraies  quand 

'\i,^^  —  '\ii  est  fini  et^  \ .  Elles  sont  applicables  à  zi  quand  •^„  et  ô„  o/it 

les  valeurs  ci-dessus  ('). 


(')  La  lecliire  de  noire  Mémoire  exige  seulemeiU  la  connaissance  du  Coni's 
d'Analyse  de  l'Ecole  J^olyteclinique  el  des  Eléments  de  la  Tliéoiie  des  fiaclioiis 
continues  algébriques. 

On  pourra  rapprocher  les  résultats  de  notre  Mémoiie  d'une  question  posée 
par  M.  Aulonne  dans  Vlnlermèdiaire  des  Mathématiciens,  1894,  p.  90,  el  1899, 
p.  35. 


Joiiin    de  Math.  (V  st-rie),  tome  Vlll.    -  l-asc.  I,  lyipJ. 


SUR   l'intégration    de  l'équation  A«  -f-  E//  =  (>.  5f) 

S//r  r intéiifdtioii   de   I  ('([iKitioii   A//-(-C//  =  o; 
Par  m.   s.   ZAUEMIJA. 


I.  —  Introduction. 

1.  On  suit  le  rôle  coiisidéiable  que  jouent,  à  divers  points  do  viu-, 
les  j)rol)lènies  qui  consistent  à  déterminer,  [xjiir  un  domaine  donné, 
rinléi^rale  de  l'équation 

,.    s  .  r  <)- Il  d'il  à- Il  r 

(  I  )  A//  H-  C  M  =   -T-;^   +     ,    „    +  -r-r    4-  ;  //  =  O, 

^  Or-  i)y-  ():- 

où  £  est  une  conslanle,  définie  par  les  valeurs  périphériques  de  Tiulé- 
L;rale  elle-nuMne  ou  par  celles  de  la  dérivée  suivant  la  normale  à  la 
surface  limitant  le  domaine  proposé.  Ces  problèmes  sont  des  cas  jiar- 
liculiers  de  problèmes  que  nous  allons  énoncer  dans  un  instant,  après 
avoir  rappelé  certains  faits  l)ieu  connus  et  défini  des  nolalious  (pie 
nous  conserverons  dans  toute  li-lendue  de  ce  Travail. 

Nous  aurons  à  considérer  constamment  une  surface  fermée  (S)  au 
sujet  de  laquelle  nous  ferons  les  hypothèses  suivantes  :  elh?  admettra 
eu  chacun  de  ses  points  un  plan  langent  déterminé;  l'angle  aigu  l'ormi'' 
par  deux  normales  sera  inférieur  au  produit  d'une  constante  par  la 
distance  des  pieds  de  ces  normales;  si  l'on  désigne  par  (S')  la  portion 
de  la  surface  située  à  l'intérieur  d'une  sphère  de  rayon  fixe,  mais  assez 
|)etit,  dont  le  centre  soit  un  point  quelconque  O  de  la  surface,  la  por- 
tion (S')  de  la  surface  (S)  aura  au  plus  un  seul  point  d'intersection 
avec  chaque  parallèle  à  la  normale  eu  O. 


("k>  s.    zvremra. 

Nous  (li''sii;ii(M(»iis  par  (  D)  le  (loiuaiiio  iiiliTiciir  ;'i  la  siiifaco  (S)  l'I 
]>iii-  (  1  )  )  le  (Idinaiiii'  cxli'i'iciir. 

(  )ii  i(Miiar(|iiiM-a  <|uo  nos  h_\polli(''SCS  ni'  linnlciil  pas  li  iiniiilnc  dr 
na|)pcs  taisant  partie  de  la  surface  (S)  et  (prclies  tiltripHipiriii  niiili'- 
ini'iit  ipic  les  (l()n)aines  (D)  el  (D')  soient  roiciMnenl  connexes,  ni 
même  (pie  liin  d'eux  ollVe  celte  parlicularilc. 

Considérons  niaintenanl  une  fonction  (piclcdiupu"  !•'(  ./•,  v,  r)  di's 
coordonnées  reclantiulaires  c,  \-,  r  d  un  poinl  vaiiai)Ie  M.  (".elle 
fciuclion  punira  tendre  m'is  une  limite  diMeiniim'c  li)is(|ii('  le  pnint  \l 
tend  \ers  un  point  situé  sur  la  surface  (  S  )  sans  >oilir  <|c  fim  des  do- 
niaines  (  D)  on  (  I  )' ).  Nous  d(''si|4nerons  celte  limite  par  (!•"),  dans  le 
])remier  cas  el  par  (Fj^dans  le  second.  Les  fonctions  (F  ),  el(F),, 
calculées  pour  un  même  point  (x^,,y„,  ;„)  de  la  surface  (S),  pourront 
non  seulement  dillérer  entre  elles,  mais,  en  outre,  chacune  d'elles 
pourra  avoir  une  valeur  dilTérentc  de  l'expression  F(.r„,  v„.  r„  ), 
expression  que  nous  désignerons  parfl'),. 

Supposons  maintenant  que  le  point  (./■,  y,  z)  soit  situé  sur  la  nor- 
male élevée  en  un  point  A  à  la  surface  (S)  et  envisageons  l'expres- 
sion 

où  7.  3.  Y  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  noiinale  regardée  comme 
un  a\e  dirigé  vers  rinlérieur  de  la  surface  (S).  11  pourra  arriver  (pie 
Texpression  précédente  tende  vers  une  limite  déterminée  lors(|ue  le 
point  {x.  y,  z)  tend  vers  le  point  A,  sans  sortir  de  l'un  des  do- 
maines (D)  ou  (D).  Nous  représenterons  celte  limiti'  par  (-ri.  ).  dans 

le  jireinier  cas  et  ])ar  ('-y^  )  dans  le  second  ;  dans  le  cas  où  l'on  aurait, 
sur-  loiile  la  surface  (  S), 


11  1  ''^ 

nous  repri'senterons  la  valeur  commune  di-  ces  ex|iressi(iiis  jiar  -vr.  • 

Soil  I).  celle  des  di'term  i  nal  ioii>  île  rex|)ressioii  ^        :  don!    la  partie 
réelle  est   positixe,  et    ^oil    /    la   distance   de   deux    points    i|uelioiii jiies 
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{.r,  y,  z)  et  (.r',  y',  z').  On  sait  que  l'expression 


où  e  est  la  base  des  logarithmes  népériens,  est  une  intégrale  particu- 
lière de  l'équation  (i).  Cette  intégrale  présente  les  plus  grandes  ana- 
logies avec  Fintégrale  particulière  -  de  Téqualion  de  Laplac(\  Dési- 
gnons par  a  et  CI  des  fondions  continues  définies  sur  la  surface  (S), 
regardons  les  variables  x',  y',  z'  comme  les  coordonnées  d'un  élé- 
ment ds  de  la  surface  (S)  et  considérons  les  fonctions 


(2)  U^JG^-^ds 

et 

(3)  «•= /"cT^.^COS'I^/.î, 

où  '^  représente  Tangle  formé  par  la  normale  inlérieure  à  rélémenl  ds 
avec  le  rayon  allant  du  point  (j',  j',  z)  à  l'élément  ds.  A  cause  de 
l'analogie  évidente  des  fonctions  a  et  e  avec  les  potentiels  newtoniens 
de  simple  couche  et  de  double  couche,  nous  appellerons  les  fonctions  u 
et  e,  dont  évidemment  chacune  est  une  intégrale  de  l'équation  (i), 
potentiel  généralisé  d'une  simple  couche  de  densité  a  et  potentiel 
généralisé {^^^  cVune  double  couche  de densit(''  rrr,  avant  pour  nomiu'c 
caractéristique  le  nombre  u.. 

Cela  posé,  soient  0  une  fonction  continue  définie  sur  la  surface  (S) 
et  X  un  paramètre  donné. 

Les  problèmes  auxquels  il  a  été  fait  allusion  plus  haut  consistent  eu 
ceci  :  déterminer  un  potentiel  généralisé  de  simple  couche  u  et  un  po- 

(')  Dès  1896,  M.  C.  Neumann  a  fait  usage  de  ces  potentiels  généralisés  pour 
étendre,  dans  le  cas  de  surfaces  convexes,  sa  méthode  de  la  moyenne  arithmé- 
tique aux  équations  de  la  forme  A'J/  —  a'-tj/:=:o  {Allgemeine  Untersucliungen 
liber  das  A'ei\ton'sc/ie  Princip  de  Feiinvirkungen,  p.  252).  On  trouvera  aussi 
de  nombreuses  applications  des  potentiels  généralisés  dans  mon  Mémoire  Sur 
l'èqualion  au  +  qti -hf^z  o  et  sur  tes  fonctions  liarmoniques  (Annales  de 
t' licole  Normale  supérieure.  1899). 


<")2  S.     ZAUKMIiA. 

teiitici  généralisa  de  dniihlf  toiiclio  c  vérifiant  les  r(jualioiis 

^  •»  UX-  C7n),=  N(/7n),  +  U)J  +  --^?- 

l'.ii  alliilmanl  au  |iaiaiiirli(.'  /,  une  des  ^alollI■s  H-  i  ou  —  i,  on  ré- 
duit les  |)rol)lrMi('s  |)rt''i'édcuts  aux  |)iu|)lrnii's  classiciuos  t'uoucés  au 
déhul. 

Nous  nous  jiroposons  d'étudier  les  fouclioiis  //  et  v  couiiiie  fouelious 
du  paramètre  A,  en  nous  reslreii;uanl  au  cas  où  le  nomijrc  ç  est  réel  cl 
non  positif.  Les  principaux  lésultals  (|ue  nous  obtenons  peuvent  être 
résumés  ainsi  : 

i"  On  peut  satisfaire  aux  é(pialious  (  4)  et  (  "i  )  |)ai'  des  xaieui's  de  ti 
ri  i-,  fonctions  analyti(|ui's  du  parauirlre  /..  il  ciiaenue  de  ces  fonctions 
analytiques  est  parfuilemeul  déterminée.  Ku  dehors  de  ces  solutions, 
les  équations  (4)  el  (5)  peuvent  adinellre  des  solutions  qui  ne  sont 
pas  des  fonctions  analytiques  de  X.  (les  solutions  non  analvlicpics  ne 
se  distinguent  des  solutions  analyli(|urs  (pie  pour  certaines  valeurs 
isolées  du  parauu'lro  A.  Dans  l'énoncé  des  autres  l'ésultats,  nous  su[)- 
poserons  que  l'on  a  pris  pour  //  et  r  les  valeurs  (pii  sont  des  fonctions 
analytiques  de  A. 

\>."  Les  fouelious  // et  r  de  A  sont  des  l'onclious  unif(jrmes  atlmet- 
lanl  au  plus  un  seul  point  singulier  essenlici.  (  >  point  singulier,  quand 
il  existe,  est  toujours  à  l'inlini.  Les  points  singuliers  non  essentiels 
des  fonctions  it  et  r  soûl  des  pôles  siuq)les  faisant  tous  partie  dune 
même  suite  de  nombres  r(''els  et  dislimis 

(())  A,,      A.,,      A., 

vérilianl  les  im'galités 

'7)  I'AaKIaa.,!; 

la  suite  (6  )  est  indc'-pendante  de  la  fdMiliou  ç,;  die  est  parfaitement 
<létcrminée  pai-  le  paramètre  r  el  par  la  surface  (S),  .l'ajoute  (pie 
l'on  a 

rA.i>>, 


SUR   l'intégration   de   l'équation  llt-^Çli  =  0.  63 

lorsque  H  <  o  ;  mais  lorsque  E  =  o,  on  a,  à  la  fois, 

X,  =  +  I  cl         I  '^sl  >  I  • 

3"  A  ciiaque  nombre  1/,  de  la  suite  ((>)  correspond  un  nombre  fini 
de  potentiels  généralises  de  simple  couche,  linéairement  indépen- 
dants, 

(«)  u-,    uf,    ...,    un 

véiifiaut  les  équations 

I 


(7=  I,  :>.,..., /^ 


4"  Le  résidu  Ua,  relatif  au  pùle  A/,  de  la  fonction  it,  est  une  combi- 
naison linéaire  et  homogène  à  coefficients  constants  des  fonctions  (8). 
La  fonction  U^  sera  donc  un  potentiel  généralisé  de  simple  couche, 
vérifiant  l'équation 

[ ^\ ;„   iiTN" j, -  '-'< \\7i\),. ^  \-^\)a • 

5"  Le  résidu  \\,  relatif  au  pôle  A^  de  la  fonction  r,  sera  un  potentiel 
généralisé  de  doul)lc  couche  vérifiant  réquation  : 

et  il  existera  une  combinaison  linéaire  et  homogène  à  coeflicients 
constants  des  fonctions  ((S),  soit  <!>/,,  telle  que  l'on  ait,  à  l'intérieur  de  la 
surface  (S), 

et  à  l'extérieur 

^/,  =  — ^  */,• 

Les  résultats  précédents  sont  une  généralisation  de  ceux  que  j'ai 


'•4  s.     /,  MlKMliV. 

Iu-ii''\riiii'iii  iiiilii|ii,'-.  iiillciiis  (  '  )  cl  coiidiilsiMil.  cniiiiiii'  (iii  le  verra,  à 
uiic  tléiiKHislralioii  i^riiéralc  de  la  li-ijiliiuili'Mlos  iiu-llindcs  do  Xcuiuaiiii 
•  •l  de  lli)l)iii,  iiK'tliodrs  si  iiiipoiiaiiles  dans  la  llu-oric  de  r(''([iialion  de 
Laplacc 

INnir  évilci-  loiil  uialeiilciidu,  je  iirOcisc  lo  si-iis  de  eertaines  expres- 
sions dont  nous  aurons  constamment  à  nuus  servir. 

Lnrsfpie  nous  dii'ons  (prune  fonction  w  \éri(ir  ri''ipiali(in 

Aif  -f-  Htv  =  () 

<lan>  un  ceilain  dnuiaiue  (  i2^,  nous  entendrons  par  là  (pTeii  eliacjue 
pniiii  appaiieuaul  au  domaine  (iî),  mais  non  silnr  sui-  la  frontière  de 
ee  domaine,  les  dérivées  secondes  ^.  -^  et  '-4  onttles  valeurs  Unies 
vériliaul   l'éipialiou  Avr  -t-  ;u-  :=  o. 

il  >  l'iisuil  (pie  la  toiKiion  «•  et  ses  dérivées  premières  ser(uil  con- 
tinues en  elunpie  point  du  domaine  (  T)  non  situé  sur  la  l'r(>nli(''re. 

iSous  aurons  à  considérer  des  séries  de  la  forme 

F„+ aF, +  Xq.;,^  .... 

où  les  F;i  seront  des  fonctions  de  i]cu\  ou  de  liois  variables,  déliuies 
dans  nu  cerlaiii  (Ioiiiaiue(^T  ).  .l'appellerai  ravaii  ilr  (■iiii\cr::cm-i'  tVxww 
telle  série  le  plus  i;i'and  nouilire  [)Osilif  I!  tel  (pie.  pour  loule  saleiii- 
de  X  vériliaiil  riii(''i;alité  |X|<I{,  la  série  soil  iiniroriiKMiieul  con\er- 
irenlo  dans  tonte  rélendiie  du  domaine  (  T  ),  v  compris  la  l'roiili(''rc  de 
ce  domaine,  s'il  est  limité. 


II.  —  Problème  fondamental  relatif  aux  potentiels  généralisés 
de  simple  couche.  Méthode  de  Robin. 

2.  .Nous  nous  proposons  d'éliKlier  le  |iro|i|('iiie  siii\aiil  :  lùant 
donn(''e    une   fonction    continue    réelle   (-)  5,  définie   sur  la   surface 

(  '  )  Sur  la  lltvnrie  de  l'équation  de  La/tlace  et  les  mclltodes  de  iXcuniann 
i-l  de  liobin.  INole  piésentéi;  ù  l'Acatlétiiie  île  Craco\iL'  le  'i  mars  i()i>i. 

(')  Le  cas  où  la  fonclioii  userait  luie  foiiclioii  c(ini|)lo\c  se  ranu'ne  iminédia- 
leinenl  à  celui  où  elle  est  réelle. 


suu  l'intégraïion   de  l'éql.vtion    Aw-t-H?/  — o.  6d 

fermée  ^S)  et  un  paramètre  A,  délerminer  un  poleiiliel  généralisé  de 
simple  couche  »,  ayant  pour  nombre  caractérislicpe  un  nombre 
donné  iK,  réel  et  non  négatif,  de  façon  que  ce  potentiel  génerahse 
vérifie  l'équation  : 

La  fonction  u  vérifiera,  en  tout  point  de  l'espace  non  situé  sur  la 
surface  (s),  l'équation 

/gN  Ah  —  \t--ti  —  o. 

Cela  posé,  voyons  si  le  problème  précédent  n'admet  qu'une  seule 
solution.  Supposons,  à  cet  effet,  qu'il  en  admette  deux.  La  diHé- 
rence  $  des  valeurs  correspondantes  de  la  fonction  u  serait  un  poten- 
tiel généralisé  de  simple  couche  vérifiant  l'équation 

à  la  surface  (S)  et  l'équation 

A<I>  -  iJ.'*  =  o 

en  chaque  point  de  l'espace  non  situé  sur  la  surface. 

Posons,  pour  mettre  en  évidence  les  parties  réelle  et  imaginaire 
du  paramètre  1  et  celles  de  la  fonction  $, 

A  =  a  +  fl(',         (p  =  P-f-Q/, 
nous  aurons 

.  AP-a=P  =  o,         AQ-iJ.'Q  =  o, 


(4) 
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Iliivisiii^cons  niaiiiti'iiaiil  les  inlégfralcs 

■^  =  /./X,U(3Ï)'+Fl'=J./-A''--. 

(■IfiuliR-s  à  loiil  le  tlonialiic  (^D)  liniili'  par  la  surt'acf  (S)  et  k-s  inté- 
grales analogues  A',  B',  il  relatives  au  domaine  extérieur  (D).  l'^n 
s'appuyanl  sur  le  théorème  do  Green,  on  déduira  aisément  des  équa- 
tions (4)  les  relations  suivantes  : 

A'+  A  r^  7.(A'-  A)  -  |i(C'-  C), 

i}'+B=.a(B  — B)4-;5((:'-(:), 

C'  +  C==a(C-  C)-^(B'-  r.), 

c  +  c  =  a(G'  -  C)  +  fJ(  A'  -  A  ), 
(i"..ù 

A^  B  +  A  +  B  =  a(A  +  B  -  A  -  B), 
nr^'-^(^\'+  B  -  A  -  B;. 

La  première  de  ces  équations  nous  donne 

lal>,, 
A'+B  -  A-B^o; 

on  aura  d(jnc,  à  cause  de  la  seconde, 


Il  est  donc  |ir(iii\(''  (|ue  récpiation  (i)  ne  |Mnit  adinrilrr  plus  d'une 
seule  solution  que  [lonides  valeurs  de  X  réelles  el  non  iMlcrii'inrs  m 
valeur  absolue  à  luiiité.  On  s'assurera  dailleuis  aisénu-nl  (|ue, 
|)()ur  X  =  —  I ,  ré(|uation  (i)  ne  peut  admettre  (ju'une  seule  solution, 


SUR    l'intégration    de    l'équation    lit  +  lu  =  O.  ()y 

et  enfin  que,  pourX  =  +  i,  elle  peut  en  adnicltrc  plus  d'une,  mais 
seulement  dans  le  cas  où  l'on  aurait  [x  =  o. 

3.   Cherchons   à  développer  la  fonction  ;/   suivant  les  puissances 
de  A  et  posons  à  cet  effet 

(5)  u^.ya,!". 


Chacune  des  fonctions  i/^  sera  un  potentiel  f^énêralisé  de  simple 
couche  et  l'on  aura 

"'  KîiX-(§),=r-Sr).+(-;H   (*-,—). 

d'où 


(7) 


l  "(j  =  —  /  c. as, 

("'=r,/:[(^a-(^),]^' 


Désignons  par  /•'  la  distance  de  deux  points  A  et  B  situés  sur  la 
surface  (S);  soit  y  l'angle  formé  par  l'axe  BA  avec  la  normale  inté- 
rieure élevée  en  A  à  la  surface  (S),  et  soit  enfin  ds  l'élénienl  de  la  sur- 
face relatif  au  point  B.  On  trouvera,  en  posant 


(8) 


-"-(^n^i'-^).- 


l'expression  suivante  pour  la  valeur  en  A  de  la  fonction  cr^ 
(9)  ^A  =  ^  f^,-,  ^,  ~  cos  Y  ds         (  A-  =  j ,  2,  . . .  ). 
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Supposons  |(oiir  im  luoniciii  (pic  la  série 


(lo)  -2-^  =  ^., 


soil  unit'orinôiiîiMil  convori^ciilr  sur  la  siiirair  (S)  p(>ni\u  (pic  /.  ail 
une  valeur  vériliant  l'iné^alilé 

où  R  esl  une  ecriaine  roiislanle  positive. 

On  reciinnallia  aisi'iifiit  ipi'',  lorsrpic  eelte  condilioii  est  vi'iilii'e, 
les  circonstances  suivantes  auront  lieu  à  la  fois  : 

i"  La  série  (  5")  sera  uiiiforméinenl  converiienle  dans  lnul  lespace. 

■2"  La  sorniiie  //  île  ectte  série  pourra  èlre  repii-senlée  par  la  for- 
niule 


(12) 


ds 


3"  La  somme  //  de  la  s/'iie  (.5)  satisfera  à  l'i^puiliou  i  i  ).  Pour  s'as- 
surer tic  ce  dernier  point,  il  n'v  a  ([u'à  remanpier  (pie  les  f(>rmules(()) 
et  (8)  nous  donnent 

dV)i'i  il  lésulle  (pie  les  séries 


d'SJ, 


>er<Mil    ruiie    cl     l'anhc     un i Inriiicmi'ii I    coii veri;-eiili's.    (  )r.   de  là,    ou 
(l('dnil  de  -ilitc  (pie  r((piali(p|i  1  I  1  ^cla  liieil  \  (■■lili(-e. 


SIR    l/lîSTÉGHATlON     DE    l'ÉQUATION    Ak  -{-  C  It  =  i>.  6ç) 

i.  Un  des  résultats  obtenus  au  numéro  précédent  jjcul  èlie  ('■nonce'' 
liricvcnicnl  ainsi  :  le  rayon  de  convergence  de  la  série  ( ')  )  est  au 
moins  ét;al  au  rayon  de  convergence  de  la  série  (lo).  Démontrons 
que  les  rayons  de  convergence  de  ces  séries  sont  égaux.  Pour  cela,  il 
suffira  de  prouver  que  le  rayon  de  convergence  de  la  série  (^lo)  ne 
pi^ut  être  inférieur  à  celui  de  la  série  (5).  Considérons,  à  cet  effet, 
un  nombre  positif  w,  plus  grandcjue  ui,  dont  nous  disposerons  dans 
un  instant,  et  posons 

(ij)  u>=  ~J  'yk—r-  <^f'^- 

ÎVons  aurons,  sur  la  surface  (S), 

(■«>  (S).-(w),=  "'- 

et,  en  tout  |)oint  de  Fespace  non  situé  sur  la  surface, 

\wi,  —  m'\vi,=^  o. 
Posons 

(17)  //,=  "'A-«A. 

La  fonction  /À  jouira  des  propriétés  suivantes  : 
i"  Elle  satisfera  à  Féquation 

(18)  lf\  -  m-fi,  -  (m-  -  <j.- )  u/,  r=  o , 

en  tout  point  de  l'espace  non  situé  sur  la  surface  (S). 
2"  On  aura 

.('9)  [-d^),^[7m),-7m' 

cela  résulte  de  l'équation  (iG)  et  de  l'équation 
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i"  I.a  foiiclion  f^  si'ia  continue,  nirnic  ;'i  Iji  Iraversc-c  do  la  sui- 
facf  (S),  lui  cfîol,  il  (Ml  est  ainsi  de  cliaciinc  des  fonctions  i/f,  cl  a^i. 

{"  Désignons  par  d  la  dislance  d'un  point  M  de  l'espace  à  roriyinc 
des  coordonnées  cl  faisons  croître  la  longueur  d  indéfîninicnl. 

Il  es!  évident  (pie  les  prodiiils 

f^d,  pd%  '^d\  '^d\ 

resteront  linis  (en  général,  ils  tendront  vers  zéro). 

^  oiei  ce  que  Ton  peut  en  conclure,  au  moyen  d'une  application 
convenable  du  théorème  de  Grcen.  Si  l'on  d(''signe  par  /•  la  distance 
dn  point  ./■,  r.  ;  au  point  -l'^y',  z' ,  on  aura 

(  un)  /,  =  ''^JUlffj  u,  '^  d.r'dydz\ 

on  rinli'gralioM  doit  être  étendue  à  tout  l'espace. 
I  )"aillruis,  en  verlu  des  foiinules  (i  ')),  (i  7)  et  (h)) 

/       \  /''/"A         i'flnk\  tlfi:         I    r        d   e-""'  , 

(2.)       2C,..  =  (_j    +  (_)^^  -'^Tà-^  ^J/"^  -^  "''''''"' 

OÙ  Y  f'I  '■  •"!'  l'T  nièine  significalioii  (pie  dans  les  formules  (()  ). 

Désignons  par  r^^.  et  0^  les  maxima  des  modules  des  fonctions  ii,, 
cl  rsi,.  Nous  trouverons,  en  nous  appuyant  sur  la  formule  (20), 

Observons  mainlenant   qu'il  est  possible  de  trouxcr  un  1 dire  |io- 

sitif  A.  dépendant  unicjuement  de  la  surface  (S),  tel  (pic  Ton  ail 

(20)  —  /  'yi.-j-,  — r-  cosrrt.v  <  —  0^ . 

I."c(piation  (21  )  et  les  in(''galités  (av.")  et  {•^^)  nous  (lonnent 


SUR  l'intégration  de  l'équation  Am-I-^«  =  o.  "Jl 

Soit  /  le  rayon  de  convergence  de  la  série  (5)  ou,  ce  qui  esl  la  iiiônic 
chose,  celui  de  la  série 

Nous  choisirons  le  nonihre  m  de  façon  que  Ton  ait 

l'inégalité  (24)  nous  donnera  alors 
(2())  û;^,<^^o;-f- 2/«0t. 

Désignons  par  t  un  nombre  positif  tel  que 

mais  d'ailleurs  quelconque;  l'inégalité  (26)  nous  donnera 

A=o  k^o  /.-o 

on  en  déduira  aisément,  en  tenant  compte   de  l'inégalité  (27),  que 
l'inégalité  suivante  aura  lieu  quel  que  soit  i  : 

donc  la  série  à  termes  positifs 

est  convergente,   et  par  conséquent  la   série  (10)  sera  convergente 


7-!  s.     /.AnKMBV. 

pDiirvii  i|tio  I On  ail 

1X|</. 

(  >i'  le  HDinhir  |K)>ilil'  /  csl  uiii(|iiciiii'iil  ii>>iijiili  à  >;ili>riiirc  à  1  im''- 
i;alilé  (->■')'-.  il  <-'ii  n'-siille  que  la  série  (lo)  sera  uniforiiiriiieiil  coiivor- 
irenlo  sur  la  suilace  (S)  pourvu  que  X  ail  une  valeur  vériliaul  la  cou- 

ililinll 

|Ai</. 

(^ela  prouve  (pie  le  rayon  de  conver}j;eiice  de  la  série  (lo)  ne  peul 
èlre  plus  petit  cpie  celui  de  la  série  (5).  C'esl  ce  qu'il  s'agissait  déta- 
l.lir. 

(  )ii  peut  en  conclure',  conrornu-uieul  à  ce  ipii  a  éh'  dil  au  di-hul  ilr 
ce  numéro,  que  les  rayons  de  converi;ence  des  séries  (5)  et  (lo  )  smil 


o.  D'après  les  convenlions  faites  dans  V //it/oi/i/c/io/i.  le  s\iu- 
bole  («a),  représente  la  fonction  à  laquelle  se  réduit  la  fiuiclion  ii,,  sur  la 
surface  (S). 

(Jiela  étant,  posons 

et  démontrons  que  li'  rayon  de  convergence  delà  série  (  5)  coïncide 
avec  celui  de  la  série 

(29)  ivÏÏ^A*- 

Reportons-nous,  pour  cela,  aux  formules  (7);  désignons  par  /•'  la 
distance  d'un  élément  d.s  de  la  surface  (S)  à  un  point  (pielcojupie  A 
situé  sur  la  surface,  et  soit  '^  l'angle  formé  par  la  imi  mmIc  ,1  </.s' dirigée 
vers  l'intérieur  de  la  surface  avec  l'axe  dirigé  du  poiiil  A  à  l'élé- 
ment (/v.  Une  application  facile  du   théorème  de  (Ircen  udus  donnera 

(30)  (i„),=^-^Jja,..,),~~i:os^'(i.'i         (A  =  1 , -2,  ij.  . . .  )■ 
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Cela  posé,  observons  que,  d'après  un  ihéorème  bien  connu,  une 
fonction  F  qui  vérifie  dans  un  certain  domaine  l'équation 

AF  +  ^F  =  o, 

où  ^  est  un  nombre  réel  vérifiant  l'inégalité 

ne  peut  avoir,  à  l'intérieur  de  ce  domaine,  ni  un  niavimuni  positif,  ni 
un  minimum  négatif.  Il  est  aisé  d'en  conclure  que  la  valeur  absolue 
d'un  potentiel  généralisé  de  simple  couche  ayant  pour  nombre  carac- 
téristique un  nombre  réel  non  négatif  ne  peut  atteindre  son  maximum 
que  sur  la  surface  qui  porte  la  simple  couche;  d'ailleurs,  ce  maximum 
existe  toujours.  Donc,  le  maximum  S/,  de  la  valeur  absolue  de  la  fonc- 
tion U/,  coïncide  avec  le  maximum  de  la  valeur  absolue  de  la  fonc- 
tion («a)*- 

Désignons  par  p  un  nombre  positif  au  plus  égal  à  i  et  soient  B,  et  B. 
deux  constantes  positives  dépendant  uniquement  de  la  surface  (S). 
Il  est  aisé  de  voir  que  ces  constantes  peuvent  cire  déterminées  de  façon 
que  l'équation  (3o)  entraîne  l'inégalité 

s„<B,poV.  +  B,(iogi)v/ï;:r: 

pour  toutes  les  valeurs  de  p  comprises  entre  zéro  et  l'unité.  Une  appli- 
cation de  cette  inégalité,  tout  à  fait  analogue  à  l'application  de  l'iné- 
gahté  (24),  faite  au  numéro  précédent,  permettra  d'établir  que  le 
rayon  de  convergence  de  la  série 

ne  peut  être  inférieur  à  celui  de  la  série  (29).  Il  est  évident  d'ailleurs 
que 

où  s  représente  l'aire  totale  de  la  surface  (S).  Donc,  le  rayon  de 
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convcriïoncc  de  la  série  (  .'iO  ne  peut  |)as  non  plus  cire  supérieur  à 
celui  (le  la  série  (29  ). 

Par  conséquent,  les  rayons  de  convergence  des  deux  séries  sonl 
éi^aux.  Or,  le  rayon  de  convergence  de  la  série  (3i)  coïncide  avec 
celui  de  la  série  (  j  K  Dès  lors,  le  rayon  de  convergence  de  la  série  1  ï) 
est  égal  à  celui  de  la  série  (  29^.  C'est  ce  que  nous  voulions  établir. 

(i.  Pour  aller  plus  loin,  introduisons  des  intégrales  tout  à  fait  ana- 
logues à  celles  (jue  M.  Poincaré  a  considérées  dans  son  Mémoire  sur 
le  problème  de  Dirichlel  et  la  méthode  de  Neumann  (  '  1.  En  d'antres 
termes,  considérons  les  intégrales 


et 


étendues  au  domaine  (  \h  limité  par  la  surface  (S  )  et  au  douiaine  exté- 
rieur (D').  On  établira,  au  moyen  du  théorème  de  Green,  en  s'a|)- 
puyant  sur  les  équations  (G),  que  les  intégrales  W,^  et  W,'j  no  dé- 
pendent que  de  la  somme  /  -t-  A"  des  indices  i  cl  A;  on  profitera  de  celte 
circonstance  pour  ellcctuer  le  cliangiMucnl  de  u()lali<)ns  (h'-liiii  |iar  les 

équations 

W,.,-\V,,, 

cl  Ton  écrira  les  relations  ipii  existent  (miIic  les  intégrales  considérées, 
ainsi 

(34)  \N;,      \\„      ^J'ou„ds, 

(35)  \\,  .  \\,-\\;_,~\\^,        (A -1,2,3,...). 


(')   Arln  indl/icnitilirrt,   iSq(). 
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Désignons  par  a  el  p  deux  indéterminées  réelles  et  considérons,  en 
nous  inspirant  d'un  artifice  dû  à  M.  Schwarz,  l'expression 

._/ ./  X.  [21  i ''  £'  -'-  P ^) ^  + 1^"'  (  ^ ««  -'^  ? "«- '  )'  I  ^■'- ^y dz 

Cette  expression,  considérée  comme  fonction  des  variables  a  et  p, 
sera  une  forme  quadratique  définie.  On  peut  en  conclure,  en  se  re- 
portant à  la  définition  des  intégrales  W^  et  W^.,  que  l'on  aura 

iw;„..-w,„_.)^<(w;„  +  w,„)(w:„^^  +  w,„_,). 

D'ailleurs,  l'équation  (  35  )  nous  donne 
nous  aurons  donc 

Observons  maintenant  que 

"-fff,^  (  2  ^  %^  ^  F««^.««-,)  dxdydz. 
Nous  en  déduirons,  par  le  procédé  employé  il  y  a  un  instant,  que 

(37.)    ( w;„  H^  w,„/  < (w;„^,  -r  w,„^,  )  (w:„^,  +  w,„_,). 

Faisons  encore  une  troisième  application  de  l'artifice  de  iM.  Schwarz 
et  posons  à  cet  effet,  dans  l'équalion  (35),  A' =  2«  +  i;  elle  nous 
donnera 
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où  lindicc  (  D  -i-  D'  i  dcnolc  ([no  riiilruralion  doil  i-lre  ('■tciuhic  à  tout 
Icspacc.  On  trouve 


(38> 

ou  bien 
(39) 


vw;„+w,„;  =    w;„+w,„ 


Les  inégalités  (36)  et  (3'])  nous  apprennent  (jue  la  suite  à  ternies 
positifs 

/  w;+Wo     w;+w,     w;+Wt 

sera  convergente  et  décroissante  (ou  du  moins  non  croissante)  et  que 
sa  limite  sera  au  moins  égale  à  l'unité. 

7.  Il  importe,  pour  ce  qui  va  suivre,  de  démontrer  que  la  limite  de 
la  suite  (4o)  est  précisément  égale  au  carré  du  rayon  de  convergence  R 
de  la  série  (29).  Soit  R'  le  nombre  positif  dont  le  carré  est  égal  à  la 
limite  de  la  suite  (4o)-  Nous  aurons  à  prouver  que 

(40  R  =  R'. 

Je  dis  d'abord  que 

(42)  R<R'. 

En  effet,  il  résulte  du  rapprochement  des  propositions  établies  dans 
les  numéros  précédents  cpi'aucune  des  séries  (i/j)  ne  peut  avoir  un 
rayon  de  convergence  inférieur  au  rayon  de  convergence  R  de  la 
série(a9).  Vlulli|)lions  chacune  des  séries  (i/j)  par  u^ds  et  intégrons 
en  étendant  linlégration  à  toute  la  surface  (S).  Nous  obtiendrons,  de 
celle  façon,  les  séries  suivantes  : 

2W,A*     et     -J;W,>/, 
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dont  aucune  ne  pourra  avoir  un  rayon  de  convergence  inférieur  à  R. 
Par  conséquent,  le  rayon  de  convergence  de  la  série 


ne  pourra  pas  non  plus  être  inférieur  à  R.  Or  le  carré  du  rayon  de 
convergence  de  cette  série  est  égal  à  la  limite  R'^  de  la  suite  (4o)  ;  cela 
résulte  immédiatement  des  propriétés  de  la  suite  (4o )  et  de  l'une  des 
relations  (38).  Par  conséquent  l'inégalité  (^2)  aura  bien  lieu. 
Prouvons  maintenant  que  Ton  a 

(43)  R>R'. 

A  cet  effet,  nous  allons  faire  usage  du  théorème  suivant  dû  à 
M.  SteklofT  { '  ).  Désignons  par  ^(.v,y,  z)  une  fonction  continue  dans 
tout  l'espace  et  même  à  la  traversée  de  la  surface  (S);  supposons  qu'en 
chaque  point  de  l'espace  non  situé  sur  la  surface  (^ S  j  celle  fonction 
admette  des  dérivées  premières  continues;  qu'en  outre,  pour  des  va- 
leurs très  grandes  des  variables  x,  y,  z,  le  produit 


*  s/x'-'  -H-  /^  -+-  Z- 

reste  fini  et  qu'enfin  l'intégrale 

étendue  à  tout  l'espace,  ait  un  sens.  On  aura 

a4)     x^*);*<l///;  [2(:;*)'j</.-rf/</--, 


(')  Les  méthodes  générales  pour  résoudre  les  problèmes  de  la  Physique 
mathématique  {Annales  de  la  Faculté  de  Toulouse,  1"  série,  t.  II). 
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OÙ  L  est  un  iiniiibro  positif  di-pcndaiU  iiniqueuicnl  de  la  snrface  {S). 

M.  StcklofT  trouve  [)our  le  nombre  L  une  valeur  i|ni  ne  convient 
pas  à  tous  les  cas.  Aussi,  quoiqu'une  modification  loul  à  fait  insigni- 
fiante de  sa  démonstration  permette  d'arriver  .'i  un  résultat  parfaite- 
ment ij'énéral,  ne  croyons-nous  pas  pouvoir  nous  dispenser  d'rlahlir 
ici  cette  importante  proposition.  Nous  suivrons  d'ailleurs  la  méthode 
de  M.  SleklofT,  à  la  susdite  modification  près. 

Posons 

(45)  ^=i^f^^)sT' 

^      "^  (S) 

où  /•  est  la  distance  du  point  courant  (.v,y,z)  à  l'élément  ds. 
Nous  avons 

d'où 

i\f,<l>^;ds\<fff      \^i'£)\d.dyd. 

D'ailleurs, 

d'où 

Observons  maintenant  (juc  la  formule  ^^  f5  )  peut  s'écrire  ainsi  : 
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d'où 

où  l'on  a  désigné  (  '  )  par  L  une  limite  supérieure  de  la  fonction 

I    r  (is 

Il  sera  aisé  de  déduire  de  l'inégalité  précédente  l'inégalité  que  voici 

(49)  A'});  d-s  <  L-  f  ($;);  ds. 

On  déduira  très  aisément  des  inégalités  (46).  ( !^']^  et  (  49  ^  l'inéga- 
lité {^i)  que  nous  voulions  établir. 

Il  résulte  immédiatement  de  l'inégalité  de  M.  SteklofTque  l'on  aura 

i.A<L('w;,-+-w,,) 

et  cela  permet  de  conclure  immédiatement  que  l'inégalité  (43  ),  que 
nous  voulions  démontrer,  sera  satisfaite. 

En  résumé,  les  relations  (42)  et  (43)  subsistent  l'une  et  l'autre.  Il 
faut  donc  que  la  relation  (41)  soit  exacte.  C'est  ce  qu'il  s'agissait  de 
prouver. 

8.  Voici  les  principaux  résultats  qui  naissent  du  rapprochement 
des  propositions  établies  dans  les  numéros  précédents  : 

1"  Si  Ton  désigne  par  R  le  rayon  de  convergence  de  la  série  (10), 
la  valeur  i  i  2  )  de  la  fonction  u  vérifiera  l'équation  (  1)  pourvu  que  l'on 
ait 

(50)  |>^'<R 


(')  M.  Stekloir  prend  comme  valeur  de  L  le  maximum  de  la  distance  de 
deux  points  situés  sur  la  surface  (S);  c'est  précisément  cela  qui  n'est  pas  tou- 
jours exact. 
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el  cette  fonction  u  sera  une  fonction  holomorphe  ihi  paramètre  com- 
plexe X  pour  toutes  les  valeurs  de  ce  paramètre  satisfaisant  à  l'inéga- 
lité précédente. 

2"  Le  nombre  R^  csl  la  limilc  do  la  suite  ( /jo  ).  Or  celte  limilo. 
nous  l'avons  vu,  n'est  jamais  inférieure  à  l'unité.  On  aura  donc 

R>i. 

3°  Il  existe,  par  consé(juent,  un  potentiel  généralisé  it  de  simple 
couche  qui  vérifie  l'équation  (i  )  et  qui  est  une  fonction  analytique  du 
paramètre  X,  laquelle  fonction  sera  holomorphe  par  rapport  à  X  à  l'in- 
térieur d'un  cercle  de  rayon  i  au  moins,  tracé  dans  le  plan  de  la 
variable  complexe  X  en  prenant  pour  centre  l'origine. 

4"  Nous  avons  vu  au  n"  2  que,  sous  la  condition 

l'équation  (i  i  ne  peut  admettre  qu'une  seule  solution.  Donc,  eu  égard 
à  ce  qui  précède,  nous  pouvons  dire  que  l'équation  i  >  i  définit  sans 
ambiguïté  une  fonction  u  qui,  considérée  comme  fonction  du  para- 
mètre A,  est  une  fonction  analyti(pie  holomorphe  dans  le  voisinage  du 
point  X  =  o. 

Complétons  ce  qui  précède  en  faisant  voir  que,  lorsque  le  para- 
mètre [i.  dépasse  une  certaine  limite,  le  rayon  de  convergence  de  la 
série  (5)  est  supérieur  à  l'unité.  Considérons  à  cet  effet  la  formule  ('3o') 
et  désignons,  comme  plus  haut,  par  o^  le  maxiuuim  de  la  valeur 
absolue  de  m^.  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  h'  maxiumin  de  la  valeur 
absolue  de  (  «aJj- 

Il  est  très  aisé  de  voir  <pi'il  est  possible  de  trouver  un  uonilire  posi- 
tif A  dépendant  uniipiemenl  de  la  surface  (^S),  tel  (pie  Fou  ail 

r" 

Il  en  ré?;ulle  ipn-  le  rayon  de  convergence  R  de  la  série  (  )  )  vérifie 
1  inégalité 

^5^;  R>^- 


SLR   l'intégration    DE   l'équation   A//-f-?//  =  o.  8l 

Il  suffit  donc  de  prendre 

(53)  [J^>A 

pour  que  l'on  ait 

R>,. 

Indiquons  dès  maintenant  une  conséquence  importante  résultant 
de  la  remarque  précédente.  Lorsque  l'inégalité  (53)  est  vérifiée,  nous 
saurons  déterminer  un  potentiel  généralisé  a  de  simple  couche,  tel 

que  celle  des  quantités  i-!LY  et  i-r^)    que  l'on  voudra  coïncide  avec 

r  une  fonction  continue  donnée. 

9.  Soit  I"  un  potentiel  généralisé  de  simple  couche  avant  pour 
nombre  caractéristique  un  nombre  positif //z  vérifiant  l'inégalité 

(54")  i»~:>A, 

où  A  a  la  même  signification  que  dans  l'inégalité  (53).  Considérons 
les  intégrales 

U=/,/Xl2(^)'-'«='"]''-'/''-- 

étendues  :  la  première  à  tout  le  domaine  (D)  limité  par  la  surface  (S); 
la  seconde  à  tout  le  domaine  extérieur  (D').  Je  me  propose  de  prouver 
que  l'on  a 

A  A 

I I  H 

/  f-  j-  \  m  .-  IV    ,  /;; 

(^^)  Â  =  i^  = Â- 

I  H t 

m  m 

Soit  toujours  R  le  rayon  de  convergence  de  la  série  (5).  On  sait 
que  la  suite  (4o)  est  décroissante  (ou  du  moins  qu'un  terme  dé  cette 

Journ.  de  lifath.  (5'  série),  tome  VIII  —  Fasc.  I,  190Ï.  I  I 


H2  s.     7,\nKMB\. 

suite  ne  surpasse  jamais  le  lornie  procédenl),  cl  (jue  la  limilo  de  celle 
suite  est  R-.  On  aura  donc 

W;  H-  W,  =  ^^  • 

D'ailleurs,  rinégalilé  (3())  nous  donne,  en  y  faisant  n  =  o, 

/\Vo-WoY<\Vo  +  W, 
Vw^  +  w»;  =w;  +  \v„' 
par  conséquent, 


.^v„-^^Vo/  =K^ 

On  en  déduit,  au  moyen  de  l'inégalilé  (Sa), 

(56)  /w;-WoY<A^^ 

Soit 
l'inégalité  (56)  nous  donnera 


A  \ 

^  <  Wç^< ^;^ 

A  =  w;  =        A  ■ 


Or,  cette  inégalité  ne  diffère  que  par  un  changenienl  de  notations 
de  l'inégalité  (55)  que  nous  voulions  élai)lii-. 

10.  Considérons  p  lonct^ons  réelles  et  continues  /i,,  /i.^.  ...,  //^, 
définies  sur  la  surface  (S)  et  p  indéterminées  réelles  a,,  a,,  ....  a^. 
Posons 


(5;)  /<:^Va^/^, 
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cl  envisageons  le  potentiel  généralisé  de  simple  couclie 

(58)  $=  f/i^-^ds, 

ainsi  que  les  intégrales 

^'^^  \  rrr 

f  H'=  /  /  /    <iy'dcdydz, 

J  J  .  II,., 

étendues  à  tout  le  domaine  (D')  extérieur  à  la  surface  (S).  Je  dis 
qu'il  suffira  d'assujettir  les  a  à  vérifier  un  certain  système  de 
n  équations  linéaires  et  homogènes,  le  nombre  ii  ne  devant  pas  être 
inférieur  à  une  certaine  limite  ne  dépendant  que  de  la  surface  (S), 
pour  que  l'on  ail 

(Go)  T'>M'H'/*^ 

où  M'  est  un  nomijre  positif  dépendant  unic[uement  de  la  surface  (S). 
Soit  (S,)  une  sphère  fixe  ayant  l'origine  des  coordonnées  pour 
centre,  telle  que  toute  la  surface  (S)  se  trouve  à  l'intérieur  de  cette 
sphère.  Elle  partagera  le  domaine  (D')  en  deux  autres  dont  l'un,  D!,, 
lui  sera  extérieur,  et  dont  l'autre,  D', ,  sera  limité  par  elle  et  par  la 
surface  (S).  Décomposons  chacune  des  intégrales  T'  et  H'  en  deux 
autres  se  rapportant  respectivement  au  domaine  (D', )  et  au  do- 
maine (D^).  Posons  ensuite,  pour  mettre  cette  décomposition  en  évi- 
dence, 

(Oi)  h  =  h',  +  h:,      t=t;  4-t:. 

Un  théorème  bien  connu,  dû  à  JNI.  Poincaré,   nous  apprend  que 
l'on  aura 

(O2)  r,>M;//|H;, 

pourvu  que  les  a  vérilient  un  certain  système  de  «,  équations  linéaires 
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cl  lioinof^ôncs  cl  quo  le  noiiil)io  n^  soil  liii-nirinc  supérieur  à  une  cer- 
taine limite  dépendant  uniquement  de  la  surface  (S)  cl  du  ciioix  de 
la  sphère  (S,). 

Pour  aller  plus  loin,  désignons  par  '^  la  fdiicliou  vériliaut  ré([ualinu 
de  Laplacc  dans  le  domaine  (D!,),  se  réduisant  à  zéro  à  linlini  et  pre- 
nant sur  la  sphère  (S,)  les  mêmes  valeurs  que  la  fonclion  «I».  l'osons 
jiour  un  momcnl 

On  aura,  dans  loul  le  domaine  (D!;)  et  sur  la  sphère  (S,)  elle- 
même, 


■^ 


Zd  p»*  •-'■ 


où  les  11^  sont  des  polynômes  sphéricpics  ayant  pour  coefficients  des 
fonctions  linéaires  et  homogènes  des  a,.  Si  nous  assujettissons  les  a,  à 
vérifier  un  certain  système  de  l-  équations  linéaires  et  homogènes, 
nous  ferons  disparaître  les  t  premiers  termes  de  la  série  précédente. 
On  verra  aisément  (pie,  dans  ces  conditions,  rintégrale 

/■/T   'yd-'-clych 

étendue  au  domaine  (D!,)  extérieur  à  la  sphère  (S,)  aura  un  sens  et 
(prelle  satisfera  à  riuégalilé 

(C3)//XJ2(©]'-''-''--=^^^=^r^//.(.;^=''-'--'=- 

où  p„  rcprésenle  le  rayon  de  la  sphère  (S,). 
l'osons 

(64)  /-*-|- 

i.a  fomlion  /  s'annulera  sur  la  sphère  (S,)  cl   vérifiera,  à  rexté- 
1  ieur  (le  celte  sphère,  fécpiatiou 

A/  —  |i.  V  —  u.'-  ■]>  =  o  ; 


SUR  l'intégration  de  l'équation  Au  +  ^u  =  n.  85 

enfui,  à  riiifnii,  la  valeur  absolue  de  la  fonction  /'  el  les  valeurs  abso- 
lues de  ses  dérivées  premières  seront  comparables  à  -  et  à  —■  On  con- 
clura aisément  de  tout  cela  que 


d'oi' 


if-'  ff  f  V-  d-<:  <ly  <'-'  fff/'  dx  dy  dz, 
mais 

'''//.(:/"  *  ''>-  '''■  "ffl,  [2  (Sî)"  -   ^'/'l   ''•'■  ''>■  <'=  ■' 

par  conséquent, 

//£  [l{rrf+  ^f'\  d.'ulydz<,r-fffj-^d.rdydz, 

ce  qui  donne 

fff  f'dxdydzSfff   '^dxdydz. 

On  conclura  aisément  de  cette  inégalité,  en  se  reportant  à  l'équa- 
tion (64),  que 

(65)  ïi',=fff  i^-dxdydzl^f  f  f   Y-dxdydz. 

D'ailleurs,  d'après  un  ihéorème  connu, 

w ///[i(Ë)']'";///[2:(S)"]"^"r^-=r.. 
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LesiiK'galilés  (03),  (65)  et  (66)  nous  donnent 

(67)  T;>(^±4i^i^hr... 

Si  l'on  pose  //  =  //|-t-/^  cl  si  l'on  élahlit  uiu- relation  convenable 
entre  n,  et  /,  on  trouve,  en  sappuvant  sui-  les  iné';;;alitcs  (62)  et  (67), 
que  rinégalilé  (60)  sera  bien  vériliéc  dans  les  conditions  dites  plus 
haut. 

H.  Reprenons  le  potentiel  généralisé  F  considéré  au  n"  9  et  le  po- 
tentiel généralisé  $  que  nous  avons  envisagé  au  numéro  j)récédenl.  Je 
vais  faire  voir  que,  étant  donné  le  potentiel  $,  il  est  possible  de  dé- 
terminer le  potentiel  F  de  façon  que  la  difTérence  F  —  $  prenne  la  va- 
leur zéro  sur  la  surface  (S).  Supposons  ])rovisoirement  <jue  le  pro- 
blème soit  possible  et  désignons  par  co  une  t'oMClion  délinie  à  l'intérieur 
de  la  surface  (S)  par  l'équation 

(66)  oj  =  F  -  «I). 

La  fonction  w  sera  nulle  sur  la  surface  (S)  et  vérifiera,  à  l'intérieur 
de  cette  surface,  Tétpiation  suivante  : 

(()Ç))  Ato  —  in-oi  4-  (u.- —  ///-)$  =  o. 

Que  la  fonction  F  existe  ou  non,  il  est  aisé  de  déterminer  la  fonc- 
tion o)  de  façon  qu'elle  s'annule  sur  la  surface  (S)  et  qu'elle  vérifie 
ré(piation  (69)  à  l'inb-rieur  de  cette  surface.  l',n  circl,  posons 


1'  =  '^^//X  •K^-',y,--')'-^'/-''/vw/--', 

où  /•  représente  la  distance  du  point  (.t-,^', -)  au  point  (.c\y,  z').  La 
fonction  V  vérifiera  à  l'intérieur  de  la  surface  (S)  l'équation 

IV  —  ni-\'  -t-  {u.- —  ///-  )«!>  ^  o, 
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mais,  à  rextérieur  de  la  surface  (S),  elle  satisfera  à  réqualion 

AP  — ///  =  P  =  o. 

Le  nombre  ii>  vérifiant  l'inégalité  (54"),  nous  saurons  déterminer 
un  potentiel  généralisé  Q  ayant  le  nombre  m  pour  nombre  caractéris- 
tique, de  façon  que  l'on  ail 

(70)  m=m 


C'est  ce  qui  résulte  des  remarques  qui  se  trouvent  à  la  fin  du  n"  8, 
La  relation  (70)  nous  donne 

(QX=(PX- 

Par  conséquent,  la  fonction  demandée  w  sera  donnée  par  la  for- 
mule 

(71)  co  =  P-Q. 

Envisageons  maintenant  le  domaine  (D')  extérieur  à  la  surface  (S). 
Nous  serons  amenés  à  considérer  une  fonction  co'  s'annulant  sur  la 
surface  (S)  et  à  l'infini  et  vérifiant  dans  toute  l'étendue  du  domaine  (D') 
l'équation 

(72)  Aw'  —  m^M' -\-  (a-  —  m^  )$  =  o. 

Cette  fonction  pourra  être  déterminée  par  une  méthode  absolu- 
ment analogue  à  celle  qui  nous  a  servi  à  calculer  la  fonction  co. 

Cela  posé,  considérons  une  fonction  F,  égale  à  co-t-  O  à  l'intérieur 
de  la  surface  (S)  et  coïncidant  avec  la  fonction  w' +  $  à  l'extérieur 
de  cette  surface.  La  fonction  F,  vérifiera  léquation 

AF,  -  m-F,  =  o, 

tant  à  l'intérieur  qu'à  l'extérieur  de  la  surface  (S);  elle  sera  continue 
à  la  traversée  de  la  surface;  les  quantités  (-tït)  et  (;jj^)   existeront  et 
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scroiU  conlinucs;  ciiliii,  à  l'iiifini  les  expressions 

P  ...^  ,.Î>F.  ^,']l^ 

où 

resteronl  Unies.  On  aura  donc 

'■•-.U.,P),-(S),]^"- 

D'ailleurs,  sur  la  surface  (S),  la  f'onclion  F,  j)rencl  les  nirines  va- 
leurs ([ue  la  fonction  <I>. 

il  résulte  de  tout  cela  (jue  le  potentiel  f^éncralisé  de  simple  couche, 
dési^^né  plus  haut  par  F,  existera  et  que  l'on  aura 

F  =  F,. 

La  proposition  (juc  nous  voulions  ('■lal)lir  es!  donc  démontrée. 

12.  Revenons  encore  une  fois  au  potentiel  <I>  délini  par  Téqua- 
lion  (58)  cl  considérons  les  quantités  T'  et  IF  délinies  par  les 
é((uations  (5ç))  ainsi  (pic  les  quantités  T  et  H  qui  s'en  déduisent,  en 
étendant  l'intégration  au  domaine  (D)  limité  par  la  surface  (S)  au 
lieu  de  l'étendre  au  domaine  extérieur  (D'). 

l'osons 


(7'3) 


'  ^^''  ^  .  ffl  \  1  O'  -^  :^-'-''ï''^]  ''''^y^'  =  T'  4-  a=  IF, 


et  admettons  (pie  le  nomhii'  de  termes  />  de  la  somme  (pii  se  trouve 
au  second  memhre  de  l'éipialion  (^~)  vérifie  l'inégalité />>.>//,  où 
//  est  un  entier  sujjérieur  à  une  certaine  limite  ne  dépendant  que  de  la 
surface  (S)  et  du  nomhre  a.  Je  me  propose  de  prouver  qu'en  assu- 
ic'tlissant  les  a,  à  vérilii-r  nn  certain  svstémc  de  •'. //  é(|ualions  lin(''aires 
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et  homogènes,  on  pourra  toujours  satisfaire  à  la  fois  aux  deu\  inéga- 
lités 

où  0„  est  un  nombre  positif  supérieur  à  Tunité  ne  dépendant  que  de 
la  surface  (S)  et  du  nombre  n,  ayant  l'unité  pour  limite  lorsque  le 
nombre  n  croît  indéfiniment. 

Nous  avons  vu,  au  numéro  précédent,  que  l'on  peut  trouver  un 
potentiel  généralisé  de  simple  couche  F  ayant  le  nombre  m  pour 
nombre  caractéristique,  prenant  sur  la  surface  (S)  les  mêmes  valeurs 
que  le  potentiel  $. 

Désignons,  comme  au  numéro  précédent,  par  co  la  dilTérence  F  —  $ 
dans  le  domaine  (D)  et  par  co'  la  valeur  de  la  même  expression  dans 
le  domaine  (D').  Posons,  pour  abréger  récriture, 

(75)  N  =^  f  f  f  oy^dxdydz, 

et  désignons  par  E',  L'  et  N'  les  expressions  analogues  relatives  au 
domaine  extérieur  (D'). 

Cela  posé,  on  trouvera  pour  les  intégrales  K  et  K'  définies  par  les 
équations  (54)  les  valeurs  suivantes  ; 

K  =W  -h(m--  iu-)U  +2L  -^-E, 
K'=tlD'  +  (m^-  UL=)H'+2L'+E'. 

Or  le  théorème  de  Green  nous  donne 

/  L  =(/;r—  [x=  )N, 

E  ^(a'  -/«-)N, 
(76) 

\  E'=([j.^  -m-)N'; 

Journ.  de  Math.  {5«  série),  tome  VIII.  —  Fasc.  l,  1902.  12 


f)0  s.     ZAREMBA. 

il  vi(Mulra  donc 


(77) 


K  =tt)+(m^-|x»)(H  +  N), 

K'=  tO'+  (m=-  [JL^)(H'+  N'). 


Les  relations  (75)  et  (-6)  nous  donnent,  en  i-'appiiyanl  sur  l'iné- 
galité de  Sclnvarz, 

(78)  E»<(m=  -  a=)-^H  jff  (a-dxdydz. 
Soit 

(79)  "»  =  P-; 

nous  aurons 

{m-—  a^)  I  1  I   (a-dxdydz<E, 

et  nous  conclurons  de  l'inégalité  (78)  que  l'on  aura 

d'où,  en  tenant  compte  de  (7(>), 

(80)  -N5H. 
On  trouvera  d'une  façon  analogue 

(81)  -N'<H'. 
Posons 

(82)  . 


Les  nombres  /et  l'  seront  positifs  en  verlu  des  inégalilés  (  7()').  (80") 
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et  (8i).  Par  consoquent,  à  cause  dos  équations  (77), 

On  trouve,  en  rapprochant  ces  inégalités  des  inégalités  (55), 

I  IH 

(83) 


A 

I  H 


tHU< — ^(,4-r)iD' 


Si  les  a.,,  vérifient  un  certain  système  de  n  équations  linéaires  et 
homogènes,  l'inégalité  (Go)  aura  lieu;  si,  en  outre,  les  a,  satisfont  à 
un  certain  autre  système  de  /*  équations  linéaires  et  homogènes  et 
SI  n  est  supérieur  à  une  certaine  limite  ne  dépendant  que  de  la  sur- 
face (S),  nous  aurons,  comme  nous  l'apprend  un  théorème  bien  connu 
dû  à  M.  Poincaré, 

(84)  T>MH«^ 

où  M  est  un  nombre  positif  dépendant  uniquement  de  la  surface  (S). 
Désignons  par  b  le  plus  grand  des  nombres  j^  et  j^  et  observons 
qu'à  raison  des  relations  (73)  on  a 

1II>T;  W>T'; 

les  inégalités  (60)  et  (84)  nous  donneront 

H'  -^ 

~<bn    ' 
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On  en  conclul,  au  moyen  des  relations  (79),  (80),  (81),  (82)  et 
en  lemanjuant,  en  outre,  que  les  nombres  N  et  N'  sont  néjjatits, 

t<b 

(85) 

l'<b 

Si  le  nombre  n  est  assez  grand,  la  relation 


sera  compatible  avec  les  inégalités  (79)  et  (  j'i").  Celte  remarcjuc 
faite,  les  inégalités  (83)  et  (85)  nous  permettent  d'énonci'r  la  propo- 
sition suivante  :  si  le  nombre  n  est  supérieur  à  une  certaine  limite  ne 
dépendant  i[ue  du  nombre  a  et  de  la  surface  (S),  il  suffit  (pie  les  a, 
vérilienl  un  certain  système  de  2«  équations  linéaires  et  homogènes 
pour  que  l'on  ait  à  la  fois 


où  B  est  un  noudjre  positif  déitendaul  UMi(pi('mciil   de   la  surface  (S). 
Cela  prouve  que,  dans  les  inégalités  (7/1)5  nous  pouvons  poser 

(86)  e„  =  i+-^- 


iJouc,  coruiiic  nous  lavions  annoncé,  0„  tend  mis  riiuilé  loisipic  // 
croit  indéliiiimeul. 

lô.    Ilevenons  à  la    suilc   (  \o).  Cette  suite  esl   déterminée  par  la 
foiirliini  -j  (|m1  ligure  dans  [('(pialion  (1). 
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Supposons  que  la  fonction  9  soit  donnée  par  la  formule 

r 

(87)  ç  =2^.?^-, 

*=i 

où  les  a^.  sont  des  indéterminées  réelles,  les  9*  étant  des  fonctions 
continues  réelles  définies  sur  la  surface  (S).  Admettons,  en  outre,  que 

(88)  /'>4", 

Il  étant  un  entier  positif  assez  grand  pour  que  les  résultats  du  numéro 
précédent  soient  valables.  Je  vais  faire  voir  qu'il  sera  possible  de  dis- 
poser des  indéterminées  ol^  de  telle  sorte  que  l'on  ait 

(89)  I^>^ï' 

où  R  est  le  nombre  positif  dont  le  carré  est  égal  à  la  limite  de  la 
suite  (4o)' 

A  cet  effet,  désignons  par  /  et  /'  deux  nouvelles  indéterminées  et 
par  <I>/t,  Wk  et  W[  ce  que  deviennent  les  expressions  i//,.  W,,  et  W^' 
quand  on  cliange  9  en 


to 


<I>^  le  théorème 


Appliquons  à  la  fonction  <I>a  le  théorème  démontré  au  numéro  pré- 
cédent. Nous  aurons 


pourvu  que    les    7./,   vérilieut   un    certain    système    de    -211   équations 
linéaires  et  homogènes. 

Ces  équations  pourront  s'écrire  ainsi 

(91)  lj'^-^Cf,=:0  (/.■=l,2,  ...,         2/;), 

où  #A  et  JÎ  représentent  des  expressions  ne  contenant  ni  /  ni  /'.  Nous 
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disposons  d'un  nombre /?>  4/*,  d'indéterminées  a.,,.  \ous  pourrons 
donc  disposer  des  rapports  entre  ces  indéterminées  de  toile  sorte  que 
le  système  (91  )  soit  vérifié,  (|uelles  que  soient  les  valeurs  attribuées 
aux  facteurs  /  et  /'. 

Pour  cela,  nous  n'avons  (ju'à  déterminer  ces  rapports  au  moyen 
des  4"  équations 

(*)-)  '^k  =ru  =  o  (fi  =  1,  2 in). 

Ces  équations  étant  satisfaites,  les  inégalités  (90)  subsisteront  pour 
toutes  les  valeurs  réelles  des  facteurs  /  et  t'.  Pour  aller  plus  loin,  nous 
nous  inspirerons  d'un  passage  du  Mémoire  de  M.  Poincaré  sur  le 
Problème  de  Dirichlet  et  la  Métbode  de  Nciiinaïui. 

Nous  avons 

les  inégalités  (90)  ayant  lieu  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  t  et  /  , 
nous  aurons,  cpiels  que  soient  /  et  /', 

■^^      (  -  (e„A\w,-w:,,j/->o, 

^  (0«^v:,^,-^\W,)r>o. 

Cbangeons  dans  la  dernière  inégalité  /  en  —  /  .  Il  viendra 

Puisque  les  inégalités  (f)^)  et  (94)  ont  lieu  pour  toutes  les  valeurs 
réelles  de  /  et  /',  il  en  sera  de  même  de  celles  (pie  l'on  obtient  en  les 
ajoiil.iul  riirtiilirc  à  iuriiilir<-.  Nous  aurons  dotu-,  (picls  (|ne  soient  /  et  /', 

+    (0„-i)(W:,,,-t-W,,.,)/->o; 
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d'où 


(95)  (w:,,,-w,,.,)=^(i;;^)  (w:,+w,,)(w:,,,+w,,.,). 

Changeons,  dans  l'équation  (35  ),  A  en  2/1  +  2,  il  viendra 
Les  relations  (95)  et  (96)  donnent 

(97)  w:,,, + w,,,,<  (^)\  w:,+ w,,). 


Raisonnons  comme  l'a  fait  M.  Poincaré  dans  un  cas  analogue  et 
regardons  à  cet  efiet  a,,  ..  .,  y.p  comme  les  coordonnées  homogènes 
d'un  point  situé  dans  un  espace  à  p  —  1  dimensions.  D'après  ce  <jue 
nous  venons  de  voir,  il  existera  dans  cet  espace  h  p  —  1  dimensions  un 
point  au  moins  où  rinégalilc  (97)  sera  vérifiée.  Désignons  par  (  D;;)  le 
domaine  formé  par  l'ensemble  des  points  jouissant  de  cette  propriété. 
La  suite  (4o)  étant  décroissante,  ou  du  moins  non  croissante,  chaque 
domaine  (D^t)  sera  contenu  dans  le  domaine  (D;;._,  )  ou  coïncidera  avec 
ce  domaine.  Par  conséquent,  il  existera  au  moins  un  point 

(a-,  a-,...,  a;') 

intérieur  à  tous  les  domaines 

(D,),     (D,),     (D,),     ..., 

et  il  est  évident  cjue,  en  un  tel  point,  Tinégalilé  (97)  aura  lieu  (jinl 
cjue  soit  /i.  Donc,  en  ce  point-là,  la  limite  R-  de  la  suite  (4^0  ^'^''"  "" 
moins  égale  à 


On  en  conclut,  au  moyen  de  la  formule  (SG),  que,  au  point 

(a-  <■,...,  a-), 
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nii  Miira 

Donc,  le  tlu-orrino  f[iic  nous  voulions  établir  est  démontré. 

li.  Le  théorème  précédent  et  les  résultats  énoncés  au  n"  8  pcrmcl- 
lronld"apiili<[uer  aisément  à  l'élude  de  la  fonction  ;/,  définie  par  la 
série  (5  ).  la  niélliodc  si  féconde  de  M.  Poincaré  (').  On  trouvera  que 
la  fonction  ii  considérée  comme  fonction  du  paramètre  A  n'a,  à  dis- 
tance finie,  d'autres  points  singuliers  que  des  i)ôles.  On  s'assurera  aisé- 
ment que  ces  pôles  sont  simples  et  Ton  verra  que  le  résidu  U  relatif  à 
un  pôle  A'  sera  un  potentiel  généralise  de  simple  couche  vérifiant 
["('•(niation 

(Sl-(S),=-*'[(il-(S),]- 

On  reconnaîtra,  en  rapprochant  ceci  de  ce  qui  a  été  établi  au  n"  2, 
(jue  les  pôles  de  la  fonction  u,  définie  par  la  série  (5),  ne  peuvent  être 
(pio  des  nombres  réels,  supérieurs  en  valeur  absolue  à  i,  sauf  dans  le 
cas  où  le  nombre  caractéristique  [j.  du  potentiel  généralisé  u,  serait 
nul;  dans  ce  cas,  la  touclion  a  peut  avoir,  en  dehors  des  pôles  supé- 
rieurs en  valeur  absolue  à  i,  un  pôle  égal  à  -t-  i. 

Montrons  (pi'il  ne  peut  y  avoir  qu'un  nombre  fini  de  potentiels  gé- 
néralisés de  siuqile  couche 

•I.,    'K.,    •••^    ■!. 

ayant  pour  nombre  caractéristiipie  le  nombre  positif  \x  cl  vérifiant  les 
étpialions 

w         (tl-(t),=^'[(tl- (§),]• 

où  les  A;;  sont  des  nombres  réels  non  supérieurs  en  valeur  absolue  à 
nn  nombre  positif  (li'lriniiné  /. 


(')  Sur  les  équations  de  la  Physique  (liendiconti  del  Circolo  malematico 
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On  trouve  immédiatement,  en  s'appuyant  sur  le  théorème  de  Green, 
(juc  l'inégalité 

entraine  la  relation 

Dans  les  conditions  où  nous  nous  sommes  placés,  l'inégalité 
(<oi)  A-^A' 

peut  ne  pas  entraîner  l'inégalité  (99).  Par  conséquent,  l'inégalité  (10 1) 
n'a  pas  pour  conséquence  nécessaire  la  relation  (100).  Cependant,  on 
peut,  sans  nuire  à  la  généralité,  admettre  que  rinégalité(ioi)  entraine 
l'inégalité  (100). 

En  effet,  si  cette  circonstance  ne  se  présentait  pas  tout  d'abord, 
on  pourrait  la  réaliser  en  remplaçant  les  fonctions  '|,  par  certaines 
combinaisons  linéaires  et  homogènes  à  coefficients  constants  de  ces 
fonctions. 

Nous  poserons 

Les  équations  (98)  nous  donnent 
(ro3)  A,(A,+  i)  =  A,(X,-i)         (A-  =  i,2,  ...,/j). 

Désignons  par  a,,  a^,  . . .,  a^  des  indéterminées  et  posons 

p 
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Nous  aurons,   on    coiisidomnl    (|nc   l'iii.'-ualilt-  (ion    fnlraîni-    los 
rt'lations  (  lonV 


(  lo'i) 


A  =2axA, 

a'=2='aA; 


Supposons  dalioid  (pic  les  X^  soient  tous  jiosilifs  cl  (piils  soient 
rangés  par  ordre  de  grandeur  eroissaiili-.  Nous  aurons,  eu  vcilu  des 
êrpiations  ('io3), 


•  •t  cela  quels  que  soient  les  ai^.  Or,  en  vertu  du  tliéoréine  druiontré 
au  n"  12,  il  est  possible,  si  le  nombre  p  esl  assez  grand,  de  disposer 
des  rapjiorls  entre  les  a^  de  façon  (pie  Ton  ail 


A-S(,  +  5)A, 


OÙ  //  est  le  plus  grand  (-ntier  posilii'  inférieur  à      •  Ou  aura  donc,  eu 
disposant  convenablcuu'ul  des  rapports  entre  les  a^, 

d"oi'i.  puisrpie  A  ^^  o. 


ee  qui  donne,  en  tenant  compte  de  ce  ipie  A,,^  i ,  linégalilé 

j 

Supi)osons  uiaiiilcuan!  (|uc  les  A^,  soicul  tous  firi:n/i/'s  c{  dis|)osons 
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les  notations  de  façon  que  Ton  ait 

Nous  trouverons,  d'une  façon  analogue, 

où  /<  représente,  comme  plus  haut,  le  plus  grand  entier  positif  infé- 

,   p 
rieur  a  -  • 

Passons  au  cas  général  et  disposons  les  notations  de  façon  que  l'on 
ait 

I^.U|A.|<1^,|<...2|AJ. 

Désignons  par  n  le  plus  grand  entier  vérifiant  l'inégalité 

11  est  évident  que  Ton  pourra  toujours  trouver,  dans  la  suite  finie 

A,,      'k,,       ...,       A^„ 

2/1  -h  i  termes  au  moins  ayant  le  même  signe. 

Suivant  que  ces  2/?  -1-  i  termes  seront  positifs  ou  négatifs,  on 
pourra  leur  appliquer  le  théorème  exprimé  par  riiiégalilé  (  io5)  ou 
le  théorème  exprimé  par  lïnégalité  (loG). 

On  constatera,  dans  les  deux  cas,  que  Ton  aura 

Désignons  par  C  une  constante  positive  convenablement  choisie. 
jNous  pourrons  exprimer  les  résultats  obtenus  sous  la  forme  suivante  : 
le  nombre  p  étant  supérieur  à  une  certaine  limile  dépendant  seule- 
ment de  la  surface  (S)  et  du  nombre  fj.,  on  aura 

('";)  |^^i>c/. 
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Donc,  si  l'on  impose  aux  "a<  la  condition 

W'^.l  (A  =  ..2 p). 

li  si  1  on  vnil  (|nc  les  'i/^.  soient  lin('-aircnient  indi'iiendants,  le  nondtre 
do  termes  de  la  suite 

^1'  y-?  •  ■  •'  Yr 

sera  fini.  C'est  ce  que  nous  voulions  démontrer. 

Mais  j)cut-on  affirmer  que  des  fonctions  telles  (|ue  les  '\/^  existe- 
ront? Pour  cela,  il  n  y  a  qu'à  s'assurer  que  le  rayon  de  convergence 
de  la  série  (5)  n'est  pas,  en  général,  infini.  Or,  le  carré  de  ce  rayon 
de  convergence  est  égal  à  la  limite  de  la  suite  (  {o);  il  ne  pourrait 
donc  être  infini  (pie  dans  le  cas  où  l'on  aurait 

\\^  +  ^^^,  =  o, 

ce  (pii  donne  ii ,  =^  o.  On  en  conclurait,  au  moyen  des  ('-qualions  ((3), 

Or,  en  supposant  niénie  (pie  cette  circonstance  puisse  se  présenter, 

elle  ne  le  pourrait  que  pour  un  choix  très  particulier  de  la  fonction  o. 

On  lire  de  tout  ce  qui  j)récède  la  conclusion  suivante  :  l'équation 

admet  une  solution  u,  fonction  analytique  du  paramètre  A,  jouissant 
des  propriétés  énoncées  dans  l'Inlroduction  ;  en  dehors  de  cette  solu- 
tion-là, l'équation  précédente  |ieiit  admettre  une  autre  solution  it 
(jui  ne  sera  pas  une  fonction  analytique  de  A,  mais  la  fonction  u'  ne 
pourra  différer  de  la  fonction  //  que  pour  des  valeurs  isolées  de  X, 
valeurs  (pii  feront  nécessairement  ]iartie  de  la  suite  ((">)  de  I  liilro- 
duction. 

1.'».   II  résulte  de  ce  «juc  nous  venons  de  voir  (jue  la  série  ("•>)  aura 
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un  rayon  de  convergence  supérieur  à  i  pourvu  que  Ton  ait  a  >  o.  On 
])oiuTa  donc,  dans  ce  cas,  résoudre,  au  moyen  de  la  série  précédente, 
le  problème  qui  consiste  à  déterminer  une  fonction  Lj  vérifiant  dans  le 
domaine  (D)  ou  dans  le  domaine  (D')  l'équation  Au  —  ^-  u  =  o,  s'an- 
nulant  dans  le  second  cas  à  l'infini  et  telle  que  la  dérivée  suivant  la 
normale  coïncide  avec  une  fonction  continue,  donnée  a  priori. 

Voyons  dans  quelle  mesure  tout  cela  est  applicable  au  cas  où  [J^  =  o, 
c'est-à-dire  à  l'équation  de  Laplace.  Nous  avons  vu  qu'en  dehors  du 
pôle  +  I  que  le  potentiel  u  peut  avoir  dans  ce  cas,  les  valeurs  absolues 
de  tous  les  autres  pôles  de  cette  fonction  sont  supérieures  à  l'unité. 
Supposons  que  le  pôle  -t-  i  existe  effectivement  et  soit  —  P  le  résidu 
correspondant.  La  fonction  P  sera  un  potentiel  de  simple  couche  et 
nous  pourrons  poser 

(109)  „  =  ___  +  „' 

où  u'  sera  un  potentiel  de  simple  couche.  La  fonction  ;/'  et  les  déri- 
vées (  -7^  )  *^''  (  ;yiv  )  '  ^'^  ^^^^  '1^^  fonctions  du  paramètre  complexe  A, 
seront  liolomorphes  dans  un  cercle  de  rayon  supérieur  à  l'unité  ayant 
pour  centre  l'origine  des  coordonnées  dans  le  plan  de  cette  variable. 
D'autre  part,  les  théorèmes  généraux  établis  plus  haut  nous  appren- 
nent que 

Donc,  la  fonction  P  se  réduira  sur  la  surface  (S)  à  une  constante  ; 
autrement  dit 

(i  1 1)  (P)ï=  const. 

Remarquons,  en  passant,  que  P  est  le  potentiel  d'une  couche  élec- 
trique sans  action  sur  un  point  intérieur.  Portons  la  valeur  (109)  de  u 
dans  l'équation  (i).  La  relation  (i  10)  nous  apprend  qu'il  viendra 

©.nS),-(S),=^[(S),-(S'),]--.^ 
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posons  A  =  +  I ,  niiilli|)li(ms  cnsiiito  rrcjualion  p^'ccdciik-  par  ds  et 
inlégrons  en  ctondanl  rinl/'i^ialidii  à  loiilc  la  surface  (^Si.  Il  vinidia 

où  s  roprésonterairo  lolale  de  la  surface  (S).  H  résulte  de  celte  rela- 
tion ijue  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  nombre  -h  i 

soit  iiii  |>nli'  «lu  polenliel  ii  est  la  suivante  : 

(i  12)  /   ?'/«ï^  "• 

Si  doue  on  a 

/  o  ds  =  o, 

"  'Si 

tout  ce  (pii  a  été  dit  au  déliut  au  sujet  du  cas  où  u.  >>  o  reste  encore 
applicable  (piand  on  a  [x  =  o. 

Examinons  de  plus  près  ce  qui  arrive  lorscpie  l'inégalité  (ii-i)  est 
satisfaite. 

Il  résulte  immédiateinenl  de  la  conq)araison  do  la  série  (î)  avec 
celle  que  Ton  obtient  en  développant  le  second  membre  de  lécpia- 
lion  (109^  suivant  les  |>uissances  de  A,  (pie  Ton  aura 

l>  --^  lim(«„)„^.. 

Considérons  maintenant  la  foin  lion  7  di'liuic  par  la  série  (10)  et 
observons  que  Ton  a,  pour  [X  ]  <  1  • 


(S)-(.:ï;5),=  '."-'-v-^'- 


*  =  (! 


Développons  le  premier  membre  de  cette  équaliou  -iii\aiil  la  puis- 
sance de  A,  après  y  a\oir  porté  la  valeur  (lOf))  de  //.  l/iili'iilili(  alion 
des  coefficients  nous  donnera 
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relation  qui  démontre  la  légitimité  de  la  méthode  donnée  par  Robin 
pour  déterminer  la  densité  d'une  couche  sans  action  sur  un  point 
intérieur. 

Les  propositions  que  nous  venons  de  démontrer  et  un  théorème 
classique  relatif  à  l'équation  de  Laplace  conduisent  immédiatemcnl 
aux  théorèmes  suivants  : 

I"  Pour  qu'il  soit  possible  de  trouver  une  fonction  //  véritianl 
l'équation  de  Laplace  à  l'intérieur  de  la  surface  (S)  et  satisfaisant  à  la 
condition 

(-)  -  f 

où  /  est  une  fonction  continue  donnée,  il  est  nécessaire  et  suffisant  (pic 
l'on  ait 

i"  Il  est  toujours  possible  de  déterminer  une  fonction  //  vérifiant 
l'équation  de  Laplace  dans  tout  l'espace  extérieur  à  la  surface  (S), 
s'annulant  à  l'infini  et  telle  que  Ton  ait 

{Èl=f 

où  /a  la  même  signification  que  tout  à  l'heure. 


III.  —  Problème   fondamental  relatif  aux  potentiels  généralisés 
de  double  couche.  Méthode  de  Neumann. 

16.   Proposons-nous    de    déterminer   un    potentiel    généralisé    de 
double  couche  r  vérifiant  l'équation 

(0  (.),--(.-).=  ^[('-),+  (0.]  +  29, 

où  les  lettres  X  et  9  ont  la  même  signification  que  dans  les  numéros 
précédents.  Supposons   d'abord  que  la  fonction  ç>  soit  telle  que  le  po- 
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lentici 

possède  la  ilorivèc -t^  t'I  «lue  cello  ilérivéc  soit  coiilimn'.  C-cla  posi'-. 
l'in  isaiioniis  le  pntnilicl  de  siiiijilc  conclu'  //  (léfmi  [>ai-  I  r(|iiati<>M 


:;3)         (,m-(S),=>{(Ê•).-(aJ-•^m 


cl  (loliiiissous  une  fonction  v'  de  la  façon  suivante  :  on  a,  à  V mtcricur 
de  la  surface  (S), 

iii;ii<  ;'i  VriiiTii-iir  de  cette  surface,  soit 

\U  -\-  Cn 


Les  formules  (  'i)  et  (5)  donnent 


(rfiNJ.  ~ 


doi'i,  en  s'appuyanl  sur  l"é(|ualion  (3), 
l'osons 
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et 

(8)  O  =  .•'-.•"; 

nous  aurons 

Ou   déduit   iniinédiatcinent  de  là,  en   tenant  compte  de  la  façon 
dont  <I>  se  comporte  à  l'infini 

tl>  =  o. 

l'ar  conséquent,  à  cause  de  la  relation  (8), 

p"  =  {•'  ; 

cela   prouve   que  la   fonction  i'  est  un  potentiel   de  double  couche. 
D'ailleurs,  les  relations  (4)  t*t(5)  nous  donnent 


(y)e(,i  +  A)  =  A  (,«,),  +  !;»■„  )^, 


(9) 
d'où 

(,.').(,_  A)  _  (^.')^(,  +>/)  ^  (■,.J,_  ,,.;)^^ 
or 

il  viendra  donc,  après  une  transformation  imniédiale, 
(lo)  (c'),-  (,-')^=  A[(r'),+  (>■  ),|  4-  29. 

[1  résulte  de  la   comparaison   de   cette  é(jualion  à  récjualion   (i) 
que  v'  est  une  solution  de  cette  équation. 
Les  formules  (9)  nous  donnent 


(■■)       (o,+(>o.-^-^";-:r;'"''  + 


-h  A 
Journ.  de  Math,  (b'  séné  j,  tome  VUI.   —   Fasc.  1,   njoa.  l4 
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Sii|iposons  f|iic  //  soil  cflN^  «les:  soliiliniis  d.'  rr(|ualii)ii  (  3>  (|iii  est 
iiiialvliiiuo  par  rapport  à  /.. 

La  forimilf  (  1 1 ) nous ajipi oiid que, dans co cas,  la  fonclion ( i'  ),  +  (f'), 
stM-a  aussi  une  fonction  analvli<pio  du  paranii'lro  A.  On  pourrait  croire 
(pic  celte  fonction  admet  forcément  les  pôles  -t- i  et  —  i.  lui  réalité, 
il  M  "eu  esl  pas  ainsi.  Pour  le  voir,  assurons-nous  cjue  la  fonclion  ii,  en 
laul  <pie  loncliiin  de  A,  sera  liolouiorplie  à  Pintérieur  d'un  cercle  de 
ia\on  plus  <:^rand  que  Tunité,  ayant  Toriginc  des  coordonnées  dans  le 
|)lan  de  la  variable  complexe  A  pour  centre.  En  elFel,  si  a  >  o,  la 
proposition  résulte  iniuiédiatenient  de  ce  qui  a  été  étalili  au  ('liapilic 
pn-cédent.  Soit  donc  a  =  o.  (^n  aura  dans  ce  cas 


f- 


rfN  ''■^" 


par  cons(''(|uent  (lo)la  fouclidii  //  ne  |)eul  avoir  tpie  des  pôles  supé- 
rieurs en  valeur  absolue  à  limité.  Cela  posé,  désignons  par  u'  la  va- 
leur de  la  fonclion  i/  pour  A  =  -f-  i  el  soit  ii"  la  valeur  de  la  même 

roiicliiin  i)()ui'  A  —  —  I .  L"i''(piation  (  '5  )  nous  dniine 


Soit  d'abord  a  >  o.  l,(^s  (Mpialions  pn''((''denles  eiiliaiiieroiil  alors 
les  relations 

('4)  («';.= -('-o)/, 

<  >ii  (Icdnil,  à  l'iiidi'  de  ces  relations,  de  li-ipial  ion  (  i  i  ),  la  eonsé- 
qiieiicc-  sui\aiile  :  aiii'iiii  di's  iininlires  -4-  i  et  —  i  nCst  un  p("ile  de  la 
fonction  (  i'  ),  -h  (i  '  ),. 

Soit  inainlenanl  u  =  o.  I/é(piiition  (  i  !  )  euliaineia  bim  l'équa- 
lioii(i">),   mais  l'cMpialion  (  i '(  )  ne  sera  plus  une  cons(''(pience  ni'ces- 
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sain-  de  I  ('■([ualioii  (]-2);  on  pourra  sculeinciil  al'llniicr  qui' 


ou 


C  est  une  constanle.  Donc,  si  l'on  a  u.  =  o,  ré(|ualiou  t  i  i;  nous 
apprend  que  la  fonclion  (i''),-4-  (i'' j^  ne  pourra  pas,  il  est  vrai,  avoir  le 
nombre  —  i  pour  pôle,  mais  qu'elle  peul  Lien  avoir  pour  [inle  le 
nombre  -+-  i . 

n  est  aisé  de  déduire  de  tout  ce  qui  précède  cpie  l'équation  (  i  )  admet 
une  solution  analytique  par  rapport  au  paramètre  A  et  que  cette  solu- 
tion jouit  de  toutes  les  propriétés  énoncées  dans  l'Introduction.  Pour 
reconnaître  qu'il  en  est  bien  ainsi,  il  suffit  de  se  reporler  à  l'étjua- 
.  tiou  (i  i)  et  à  rétfuation  (lo  ),  équations  qui  donnent 

^'  =  ^  (i  A[(*-'),  +  (.-)J  +  2?!  ^.  Ç^c-os|,/.v. 

iJien  entendu,  l(jul  cela  ne  concerne  que  le  casoù  la  fonction  v„,  dé- 
finie j)ar  la  formule  (2),  possède  la  dérivée  '^  et  où  cette  dérivée  est 
contimie. 

17.  Abordons  maintenant  le  cas  où  la  fonction  o  est  une  fonclion 
continue  quelconque  définie  sur  la  surface  (  S).  Posons,  comme  tout  à 
riieure, 

et  considérons,  en  outre,  les  fonctions  i-,  et  c,  déliuies  par  les  é(pia- 
tions 

(  '-.  =  4^/j(^'o,\  +  <'og,^.Ç^'cos.V/., 
(,6) 

Posons,  pour  abréger  l'écriture, 
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M.  Lia|tmiii(>l1  (  '  )  ;i  |>riinvé,  on  supposaiil  (|uc  a  =  o,  (|U  il  (.'xisli-ra 
lin  (ortaiii  ikiiiiIiii-  |K)silit  A  Ici  que  la  dillV-rcncc  des  valeurs  ts„,  ci^  de 
la  fonclioii  nr,,  i-ii  di'iix  |)()iiil>  M  ol  M'  de  la  surface  (  S  »  vrride  l'iné- 
i;alilé 

(17)  fTi;,  -  CT j  <  A  v/^M". 

M.  I\<iiii  (  ^  ).  Ii>ii jiMiis  dans  Tli y|)nlli('se  a  =  o,  on  a  lin''  los  consé- 
([in^ices  suivanlos  : 

i"  La  fonclion  rrr,  adniollra  snr  la  snrtaoo  (  S  )  dos  «iorivoos  pre- 
mières et  ces  dérivées  preniiéres  jouironl  dune  |iiopriél('' exprimable 
par  une  inégalité  analogue  à  linégalitél  17  ). 

2"  I.a  lonelii)n  r„  possédoia  la  flé-rivée  -~  et  ootio  (|i'-i'iv(''o  sera  eon- 

I  IIIUO. 

.le  (lois  faire  roinar(pior  ipio  \1.  kmii  a  rôiisi<|(''r(''  nno  surface  un 
pou  moins  générale  que  la  surface  (S)  que  nous  envisageons  ici; 
(  l'pondant  son  ihéorèmo  reste  exact,  même  dans  ces  conditions  plus 
générali^s  ol,  au  surplus,  on  peut  l'étendre  an  cas  où  le  nombre  u.  a  une 
valeur  positive  quelconque.  La  diMuonsIralion  (\o  eos  piopositions  ne 
p?ésenlo  aucune  difficulté. 

(^ela  étant,  ])osons 

(i.S)  .•  =  .•„-(- A r, +  A-\r 

ot  id)sorvons  que  l'on  a 

('0  ),—  (  '"„),=  29, 

•  '■,>,—  ('-.  ).=  ('-»),-4-V.,V; 

léquation  (1  )  nous  donnera 


(')  Sur  certriincx  ifiicxlions  i/iii  xe  ratlachcnl  au  prnhlème  fie  Dirichlet 
(Journal  (le  i\Iat/icnialif/ues  purex  cl  ti/>/>liffué<'s,  i8<)8). 

C)  KoRN,  /ù'n  alli^emeiner  /ietyeis  des  Methodcn  der  allernircnden  Ver- 
fdhrens  und  der  ft.rislen:  des  l^i'isuiti^cn  dcr  />iric/iletsclie/i  /'roh/enics  im 
Il  a  II  nie. 
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Peul,-on  satisfaire  à  celle  équation  en  prenant  pour  w  un  ceilain 
potentiel  généralisé  de  double  couche?  Dans  ce  problème,  la  fonc- 
tion V.,,  définie  par  la  formule  (  i(")),  jouera  le  rôle  qu'a  joué  la  fonc- 
tion  ('„   au    numéro    précédent.    Nous    savons,    par  le   théorème  de 

M.  Korn,  que  la  dérivée  -rê  est  une  fonction  continue,  donc  la  théorie 

du  numéro  précédent  est  applicable  à  la  fonction  ir. 

Cela  posé,  on  tire  de  l'équation  (18)  la  consé([ucnce  suivante  : 
FI  suffit  que  la  fonction  o  soit  continue  (')  pour  que  l'équation  (i) 
admette  une  solution  analytique  par  rapport  à  À,  jouissant  de  toutes 
les  propriétés  énoncées  dans  l'Introduction. 

18.  L'é(juation  (t  )  admet-elle,  outre  la  solution  analytique  consi- 
dérée dans  les  numéros  précédents,  une  autre  solution  r' ?  l'osons, 
pour  répondre  à  cette  question, 


La  fonction  <i>  sera  un  potentiel  de  double  couche  vérifiant  la  rela- 
tion 

(19)  ( *  )/  -  (  *  )e  =  A  [ (  *  ),  +  (  *  ).] 
et  l'on  aura 

(20)  «p  =  ^   /    Cî  ^  ~ COS'h  ds, 

où  m  est  une  certaine  fonction  continue  définie  sur  la  surface  (S). 
ÎVous  avons 


(')  Eli  génoralisanl  un  peu  une  remarque  due  à  M.  Korn  {Lehrbucli  der 
Potenlialtheorie),  il  serait  aisé  d'étendre  les  résultats  de  ce  Chapitre  et  ceux  du 
Chapitre  précédent  à  des  cas  où  la  fonction  o  aurait  des  points  de  discontinuité 
ou  même  des  lignes  de  discontinuité. 
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(1  Où,  en  leiiani  roinplc  dos  rqnalioiis  (  19  )  et  (  20), 
(21^  *  =  A  /"  ;'(*)-  -+-  (*')r  1  ^,  -/'  l'o^l  '■/•'>■■ 

(  '.c'ia  |ii'()ii\e  ([lie.  pour  A  =  o.  la  t'iniclioii  <!•  l'vl  iili'iillc[iieiiii'nl  nulle. 
Su|)|M)si)ns  (jne  A  j^-  o  et  reprenons  les  fonelions  i,,,  e,.  i',  considérées 
au  dc'lint  du  numéro  précédent  en  ayant  soin  de  suhsliUier  dans  Tex- 
|>iession  de  la  fonction  t„  à  la  fonction  0  la  fonction  ^[(<ï>),-f- (  <P  ),). 

II  lésnlle  de  l'équation  (21^  que  la  fonction  ».,  coïncidera  alors  avec 
la  foiution 

(  )r,  nous  savons  (pie  [expression    ,.r"  a  un   sens  et   ipi  elle  est   une 

lonction  cnutiiuie. 

Il   faut  donc  (lue  la  di'rlvée  -7^  existe  et  fiu'elle  soit    une  fonction 
'  </.\  ' 

conlinue. 

(Jcla  posé,  j'observe  (]ue  la    relation  (  K)  )  ne  peut   subsister  pour 


sansipie  Inu  ail  ideuliipieuieut(  «I>)  =  o.  Imi  ell'el  on  aura,  pour  A  =  —  1, 

la  fonclioii  <I>  serait  donc   nulle  dans  toute  l'i-lendue  du  domaine  (  D") 

el    Ton   aurait  ^^  —  o.  On  conclura  aisément  de  là.  eu  leuaul  eomiile 

des  |irM|)i  i.'li's  de  la  fonelioii  <I>  et  de  ses  dérivé-es  premières  à  l'inlini. 
que  la  relation  <I»  =  o  sera  aussi  vériliéc  dans  tout  le  d aine  exté- 
rieur à  la  surface  (  S).  Donc,  pour  A  =  —  1,  on  aura  bien  dans  tout 
Tespace  <1>  =  r). 

l'jivisa^eons  luainleiianl  le  cas  où  A  —  i .  On  s'assurera  aisi'uienl 
(pi'ici  encore  l'on  aura  dans  tout  Tespace  <I»  —  o,  à  moins  ee|)endaul 
que  l'on  n'ait  p.  —  o.  Dans  ce  dernier  cas,  la   fouclinii  (I>  ^eiait  nulle  à 
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l'cxlcrieur  de  la  surface  (S)  cl  conserverait  une  valeur  conslanic  à 
l'intérieur. 

Supposons  enfin  que  X  ne  soit  égal  ni  à  +  i  ni  à  —  r ,  ni  à  zéro,  cl 


.1  -  .  '     (Y.N       /• 


On  trouve,  au   moyen  du  théorème  de  (îreen,  en  s'appnvant  snr 
ré(|ualion  (  if)j. 

On  aura  donc,  à  linlérieur  de  la  surface  (  S), 


et  à  Fextérieur, 

D'ailleurs 
par  conséqucnl, 


I  —  A         ' 


1  -h-l 


Voici  ce  qui  résulte  de  tout  ce  qui  a  été  dit  dans  ce  numéro  :  si  la 
fonction  $  n'est  pas  nulle  identiquement,  elle  rentre  dans  la  classe  de 
celles  parmi  lesquelles  se  trouvent  les  résidus  relatifs  aux  pôles  de  la 
solution  analytique  déduite  plus  haul  de  l'équation  (i).  Cela  étant, 
tout  ce  qui  a  été  dit  dans  l'Inlroduclion  au  sujet  de  l'équalion 

se  trouve  être  démontré. 

19.  Les  résultats  établis  dans  les  numéros  précédents  conduisent  à 
une  généralisation  de  la  méthode  de  Neumann  et  à  une  démonstration 


s.     /.MIEMIÎA. 


ijénéralo  de  la  légitiniitt!-  de  coite  métliode  flle-inème,  et  cela  sans 
supposer  (jue  le  principe  de  Diriclilel  ait  été  préalahlemenl  déinonlié. 
Il  résulte  iininédiatenient,  fie  ce  <jue  nous  avons  vu  plus  haut,  (pie 
le  potentiel  généralisé  f,  ftuiclion  analytique  du  paramétre  A,  définie 
par  ré(iualion^  i),  est  développalilc  en  une  série  procédant  suivant  les 
j)uissanccs  entières  et  positives  de  A,  série  (]ui  sera  uniformément  con- 
vergente dans  tout  l'espace,  pourvu  que 

(22)  |A!<K, 

nù  la  longueur  11,   rayon  de  convergence  de  la  série,  est  supi  lieure  à 
l'uniti-  si  l'on  a 

(23)  a>o, 
cl  au  moins  égale  à  Innili'  si 

(  2.'|)  a  =  o. 

l'ar  conséipient,  l'inégalité  (22)  •'■tant  vérifiée,  nous  pouvons  [toser 

Il  \iriil,  en  poilant  cette  valeur  de  i'  dans  Técpiation  (1), 
^..      \   (.■„),-(.•.),=  20, 

(   2()  )      • 

/   (;<'0,-(e,),=  (c,_,  ),-t-(c,_,),  (A- =  1,2,  •?,...  ); 

(Toi'i 

(les  foiiinilo  l'cionl  iniiriailtc  de  pinclir  cii  pinclic  lnus  lo  lcriiie> 
fil-  la  série  (  2'i  ).  D'ailleuis,  cette  série  ne  se  dislin^ur  de  la  série  de 
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Neumann  que  par  la  substitulion  de  potentiels  généralisés  aux  poten- 
tiels newtonicns  ordinaires. 

Supposons  d'abord  que  Finégalité  (23)  soit  vérifiée.  Le  rayon  de 
converg-cnce  de  la  série  (25)  sera  supérieur  à  l'unité,  donc  elle  con- 
vergera unit'orméinent  dans  tout  l'espace  tant  pour  A  :=  -f-  i  que 
pour  A  =  — ^  I.  Dans  le  premier  cas,  elle  fournira  la  solution  du  jh'o- 
blèine  de  Dirichlet  généralisé  extérieur  et  dans  le  second,  elle  donnera 
celle  du  problème  intérieur. 

Examinons  maintenant  le  cas  où  rj^  =  o. 

Si  le  nombre  -+-  i  n'est  pas  un  pôle  de  la  fonction  r,  la  série  ('i")) 
aura  un  rayon  de  convergence  supérieur  à  l'unité  et  tout  ce  que 
nous  avons  dit  au  sujet  du  cas  où  ix  est  un  nombre  positif  diirérenl 
de  zéro  est  applicable  au  cas  actuel.  Il  faut  donc  examiner  l'hypo- 
thèse où  le  nombre  -i-  i  serait  un  pôle  de  la  fonction  c. 

Le  résidu  relatif  à  ce  pôle  sera  un  potentiel  de  double  couche;  c'est 
là,  nous  l'avons  vu,   une  propriété  commune  à  tous  les  pôles  de  la 

fonction  c.  La  densité  de  cette  double  couche  sera  une  constante  -y—; 

la  manière  la  plus  simple  de  le  reconnaître  consiste  à  se  reporter  à  ce 
que  nous  avons  dit  au  sujet  de  l'équation  (19)  lorsque  A  =  -1-  i . 
II  résulte  de  tout  cela  ijue  nous  pouvons  poser 

où  la  série 

(28)  ^■'=S';,>-' 


aura  un  rayon  de  convergence  supérieur  à  l'unité.   L"é(pialion  ('^7) 
nous  donne 

(.),-(.•).=-  ^  +i{(..-;),- (r;,).i>/'. 


La  comparaison  de  cette  valeur  de  la  différence 

Joiirn.  de  Math,  (j'  série),  tome  VIII.  —   Fasc.  I,   u|û2. 


1  I .'[  s.   zahkmha. 

avor  ccllo  ([iio  donm-  la  loninilo  (i")  )  coiidiiil  aux  ii-lalii)iis 

(■'•a).—  (»-*)r--^  ('•*),-(  '>).+  '•  </"  =^o,i,j.,.. .), 

d'un,  en  s'aiipuyanl  sur  les  ('-qualions  (  i>.6), 

(■.'..)■)  ('V)/-  («V)'—  ('•*-.  )<■-!-  ('A-iK-f-  '•: 

Lo  lavoii  dv  coiivo'gciuc  de  la  srric  {'.i^)  «''laiit  MipiTiciii'  à  rnnilc, 
l(>  iurmici  membre  de  l'équation  précédente  tend  vers  zéro  lorsque  le 
iioinhre  A'  croît  indéfinimonl.  Il  doit  donc  en  être  de  niènie  du  second 
mcmhri'.  Par  consérjucnl 

Il  rcsulli-  de  là  (|uo  la  condilion  nécessaire  et  siii'li^aiilr  pour  (jue  la 
fonction  c  adnicUe  le  nombre  -+-  i  pour  pôle  peut  s'écrire  ainsi  : 

(il)  lini|(iV,),+  (c/,).U.^o. 

Si  la  fonclion  c  a  le  nombre  +  i  pour  [)n\i\  la  relation  (  3i')  nous 
fera  connaître  la  constante  c.  Cette  constante  étant  déterminée,  il  sera 
aisé  de  calculer  successivement  tous  les  termes  de  la  série  (aH).  En 
cITet,  l'équation  (29)  nous  donne 

«■•*.  =  jzj^  l<,  '•/,-.  ),  -^  (  «-A-,  )'•  -+-  '•  1  ^'  ''■'  ■• 

d'où 

'•A  =  'A-t-Tr  /  —r '/•"?; 

on  a  donc,  à  rinlérloiir  de  la  siii-face  (  S), 

''1  =  ''a  -+■  >'■, 
cl,  à  l'exlérieur, 
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Mil  résumé,  tous  les  éléments  entrant  dans  la  formule  (-j-j  )  peuvent 
être  aisément  calculés.  Si  l'on  pose,  dans  cette  formule,  X  =  —  i,  on 
obtient  la  solution  générale  du  problème  de  Diriclilel  intérieur,  sous 
forme  d'un  potentiel  de  double  couche. 

La  formule  (■!-)  n'a  pas  de  sens  pour  A  =  +  i;  il  est  aisé,  cepen- 
dant, de  déduire,  des  résultats  que  nous  avons  obtenus,  la  solution  du 
problème  de  Dirichlct  extérieur.  En  eflet,  le  Chapitre  précédent  nous 
apprend  qu'il  existe  un  potentiel  de  simple  couche  P,  prenant  la  va- 
leur +  I  sur  la  surface  (S).  D'autre  part,  on  vérifiera  sans  peine  que, 
pour  A  =  -f-  î,  la  fonction  c',  définie  par  la  série  ('.8),  vérifie  l'équa- 
tion 

Par  conséquciU,  la  fonction 


résoudra  le  problème  de  Dirichlel  extérieur,  sous  forme  de  la  somme 
d'un  potentiel  de  simple  couche  et  d'un  potentiel  de  double  couche, 
.l'ajoute  que,  dans  le  cas  aeluel,  c'est-à-dire  où  l'inégalité  (3i)  est  vé- 
rifiée, il  est  impossible  de  résoudre  le  problème  extérieur  par  un  po- 
tentiel de  double  couche.  En  effet,  s'il  n'en  élait  pas  ainsi,  ou  pourrait 
trouver  un  potentiel  de  double  couche  F,  coïncidant  avec  la  fonction  P 
à  l'extérieur  de  la  surface  (Sj,  et  l'on  aurait 

dF  _  fdP\ 
Or,  cela  est  impossible  parce  que  Ton  a,  d^uK"  jiart, 


l'I.  daulre  part, 

dV 


f 


rfN  /  '^■'  =  "■ 


I  I  (■)  s.    /ahemba. 

'20.   1-ji  lorminant  ce  Cliapilre,  nous  nous  proposons  de  nionln-r 
toniincnt  la  llioorii'  i^oncralo  de  rérjuatiou 

C^-i)  l\v  —  u.-4\'  —  o 

]>c'ul  (''Iri'  CdinpIcMi'c  rn   >"a|)pii\ant  sur  les   résultais  ipu;  nous  avons 
(■taillis.    Supposons    qu'une    Inlr^rair   a    de  Téqualion    (Sa)    vérifie 
cette  équation  dans  tonte  Tétendue  du  domaine  (  D' )  extérieur  à  une 
surface  fcrniée  quelconcpie  (l)et  (pi'elle  s'annule  à  rinlini. 
Posons 

.r. 


\'X-  -H  _V-  • 


't  considérons  les  rapports 


de  '  ih      ?    '      Ov  '  ((?      p  (h-  '  dp      ? 


je  uii'  [inipDsc  (le  inonlrcr-  ijuc  les  ra|i|)orls  pr('C(''di'uls  restent 
Unis  lors(pie  le  nond)re  p  croit  indéliniment.  J'envisai^c,  à  cet  effet, 
une  surface  fermée  ayant  les  propriétés  voulues  pour  que  les  consi- 
dérations des  numi'M'os  précédents  lui  soient  applicahh^s  d  telle  que 
la  surface  (1)  soil  tout  ciUièrc  située  à  linlérieur  de  la  surface  eu 
c|ue^tiiin;  celle  surface  pourra  être,  par  e\euq>l(\  une  spli('re  (S),  de 
rayon  assez  f^rand,  ayant  lorigine  des  coordoiniées  pour  centre. 
A  Texlérieur  de  la  sphère  (S),  la  fonction  w  sera  déterminée  sans 
amhiiîuïlé  j)ar  les  valeurs  cprclle  prend  sur  celle  sphère  elle-même; 
cela  résulte  de  ce  (pi^ine  intégrale  de  IVvpnition  ('32)  ne  peut  avoir 
ni  un  maximum  positif  ni  un  minimum  négatif  à  linliiieur  dn 
domaine  où  elle  vérifie  celle  écpialion.  Il  lésulte  de  là  et  de  ce  (pie 
nous  avons  vu  dans  les  numéros  précédents  que,  à  rexlérieur  de  la 
surface  (S^,  la  fonction  w  pourra  être  mise  sous  forme  d'un  polcnliel 
^a'néralisé  de  douhic  couche  répandue  sur  celte  surface,  on,  si  a  =  o, 
sous  foriiK!  de  somme  dun  pnleniii'l  de  douMe  ((Uiehe  et  d'un  [>olen- 
liel  de  sinqile  couche. 

Or-,   je  ihc'iirème  (|ni   iion^  iiceii|ie  est   une  eonsi'ipr'iKe   iiuuit'diate 
de  eel  te  i'euiar(pie. 
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Ll'  tli('orèinc  prccrdeiil  pcM-iiiet  do  démonlrer  rigoureusement  le 
tliéoi'èinc  suivant,  (jui  n'est  pas  sans  intérêt  . 

Su//,  comme  dans  les  numéros  prccédenls,  (S)  intc  surface 
fi'rméc  jouissant  des pi-opriétés  énoncées  dans  V Introduiiiun  cl  (  D  ) 
le  domaine  extérieur  à  cette  sur/ace.  La  fonction  ir  sera  déter- 
minée sans  ambiguïté  dans  toute  l'é-tendue  du  domai/ie  (D  )par 
les  propriétés  suivantes  : 

\"  Elle  doit  vérifier  l'équation  Ç'yi  )  dans  tout  ce  domaine  : 

2"  Elle  s'annule  à  l'infini  ; 

3"  Elle  satisfait  et  l'équation 

oii  ç.  est  une  fonction  continue  définie  sur  la  surface  (S). 

En  ellel,  supposons  que  deux  fonctions  difl'érentes  puissent  remplir 
chacune  les  conditions  précédentes,  et  soit  $  leur  différence.  La  fonc- 
tion O  jouirait  des  deux  premières  propriétés  de  la  fonction  iv  et 
satisferait  en  outre  à  l'équation 

On  déduit  de  là,  en  s'appuyant  sur  le  théorème  démontré  au  début 
de  ce  numéro,  que 


,/',/;C[5:(£)'+ F*']  </-'.</: 


égalité  (jui  ne  peut  subsister  que  sous  la  condition 

$  =  o 

dans  toute  l'étendue  du  domaine  (D).  Cela  prouve  bien  que  la  fonc- 
tion w  est  déterminée  sans  ambiguïté  par  les  conditions  (pii  lui  sont 
imposées. 

(Iraccivic,  le   i(|  juin   1901. 
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Sur  les  cqimtions  différentielles  linéaires  de  second  ordre 
à  coefficients  algébriques  ; 

Par    m.    Paui-J.    SUCHAR, 

Docteur  es  Sciences. 


M.  Appell,  à  la  fin  de  son  Mémoire  couronné  Sur  les  fonctions  à 
mnlliplicaleurs  constants  (^Acla  Malhematica,  t.  XIII),  fait  quelques 
remarques  sur  une  classe  d'équations  différentielles  linéaires  à  coefli- 
cients  algébriques,  dont  l'intégrale  générale  peut  cesser  d'être  uniforme 
sur  la  surface  de  Riemann  correspondant  à  une  relation  algélirique 
donnée,- en  deux  sortes  de  points  :  les  points  où  certains  des  coeffi- 
cients de  l'équation  deviennent  infinis,  et  les  points  de  ramification 
de  la  surface.  Dans  le  domaine  de  chaque  point  critique  il  suppose 
que  l'intégrale  générale  reste  finie  quand  on  l'a  préalablement  multi- 
pliée par  une  puissance  convenable  de  j  —  a  si  a  est  un  point  critique 
ordinaire,  ou  par  une  puissance  convenable  de  C  —  y?  '''pi'ès  avoir  fait 
dans  l'équation  le  changement  z  -  -  a  =  ('(  —  y)'",  si  a  est  un  point  de 
ramification  et  m  l'ordre  du  point  de  ramification;  il  suppose  de  plus 
que  l'équation  fondamentale  déterminante  de  M.  Fuchs  corres[>on- 
dant  à  ces  points  n'a  ([ue  des  racines  entières.  INI.  Ajipell  classifie  ces 
équations  en  trois  espèces  et  il  appelle  équations  de  première  espèce 
celles  dont  l'intégrale  générale  est  partout  finie,  de  seconde  espèce 
celles  dont  l'intégrale  générale  n'a  que  des  pôles  et  enfin  de  troi- 
sième espèce  celles  dont  l'intégrale  générale  a  des  points  critiques 
logarithmiques. 

Journ.  de  Math.  (V  série),  tome  VIII.     -   Fasc.  II,  1902.  10 


.le  me  propose,  dans  ce  Mcmoire,  de  former  les  équations  dites  dr 
première  espèce,  en  me  bornant  aux  équations  du  second  ordre  et  en 
supposant  de  plus  cpie  la  surface  de  Ricmann  est  hyperelliptiquc.  .le 
dois  cependant  raj)peler  (jue,  au  moment  où  je  me  suis  occupé  de  ce 
travail,  il  m'a  été  signalé  par  M.  Appell  (]u'un  travail  sur  le  même 
sujet  et  signé  par  M.  G.  ^  itali  allait  paraître  dans  les  Rendironli  dcl 
Circolo  malematico  di  Palermo,  t.  XVI.  .l'ai  pris  connaissance  frun 
tirage  à  part  de  ce  travail  qui  m'a  été  communi(pié  par  mon  maître 
M.  Appell. 

M.^itali,  dans  son  Mémoire,  part  de  deux  écpiations  dlITércntielles 
linéaires  de  second  ordre,  à  coefficients  algél)ri(pies,  ayant  le  nuMue 
groupe  ('  );  il  forme  le  déterminant 

où^,,j>';,  /,,  t.,  sont  les  intégrales  de  deux  équations  formant  un  sys- 
tème fondamental;  il  suppose  le  groupe  de  deux  équations  tel  que  le 
déterminant  précédent  soit  une  fonction  spéciale  à  multiplicateurs  de 
M.  Appell,  ou  bien  soit  nul.  Los  liypolhèses  que  M.  Vitali  fait  le 
conduisent  à  des  types  spéciaux  des  équations.  J'ai  cru  être  utile  en 
jwursuivant  mes  recherches  commencées  sans  que  mon  travail  soit 
une  réédition  de  celui  de  M.  \  itali. 

I.   Soit 


(i)  s=  s,{z  —  a,){z  —  a,)...(z  -  Oj,,,,) 

la    relation  algébrique  donnée  entre  s  et  z  et  p  le  genre  de  la  surface 
de  Hiemann  correspondante. 

Considérons  l'équation  dilïércntielle  linéaire  du  second  ordre 

où  /;,  cl  p. 2  sont  deux  fonctions  rationnelles  de  z  et  de  s. 

Supposons  que  cette  équation  soit  de  première  espèce  et  soient  y, 


(')  Voir,   pour  hi  dt'liiiitiun  du  gifxipe,  .VrPKLi.,  loc.  cit..  p.   1G8. 
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et^^  deux  intégrales  de  réquation  donnée  formant  un  système  fonda- 
mental. Désignons  par  y\  cl  y.,  les  dérivées  par  rapport  à  j  de  y,  et  y., 
et  posons 

nous  aurons 

(4)  D  =  Ce/''--, 

où  G  est  une  constante;  on  aura  encore 

où  y\,  y"„  sont  les  secondes  dérivées  dey,  ("t/s- 

Les  deux  intégrales  jKi  ^1^2  étant  de  première  espèce,  leurs  déri- 
vées y\  et  y'.^  ne  deviendront  infinies  qu'aux  points  de  ramification 
de  la  surface,  et  cela  comme  une  puissance  inférieure  à  l'unité,  et  au 

point  à  l'infini  elles  deviendront  infiniment  petites  comme  -^i- 

Le  déterminant  D  jouira  évidemment  des  mêmes  propriétés  que 
y\  et  y'.,  ;  c'est-à-dire  que  si  l'on  pose 

et  si  Ion  multiplie  D  par  une  puissance  convenable  de  {'Ç  —  y,),  il 
restera  fini  au  point  considéré;  il  résulte  alors  que  le  déterminant  I) 
sera  une  fonction  à  multiplicateurs  de  AL  Appell. 

Si  nous  désignons  par  ^^'(r)  la  dérivée  d'une  intégrale  abélienne  ii{z) 
de  première  espèce,  le  rapport 

sera  encore  une  fonction  aux  mêmes  multiplicateurs  ( ');  il  reste  lini 
(')  Api'kll,  loc.  cit.,  p.  2-.!. 
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aux  points  do  ramilicaliou  cl  au  point  à  l'inliiii,  il  deviciil  inliiii  aux 
zéros  de  «'(-)  en  nombre  de  -xp  —  i  dont  p  —  i  sont  dans  un  tViiillrt 
et  les^  —  I  autres  sont  les  superposés  des  premiers. 
Soient 


les  zéros  de  u\z^  et 

n:<,3,  («  =  i,2,  ...,;>./)- 2) 

une  intégrale  normale  abéliennc  de  troisième  espèce,  devenant  iulinie 
au  point  a,  comme  —  log(r  —  a,)  et  au  point  ^,  comme  log(^r  —  ^,). 
iS'ous  aurons  alors 

(7)  D  =  C«'(.)^'=-     °"'     '  , 

où  nous  avons  posé 

et  où 

»<'(c),     ii^>{z),     ...,     ii<-{z) 

soni  les  /)  intégrales  abélienncs  normales  de  première  espèce. 

Il  peut  se  faire  que  le  déterminant  D  soit  une  fonction  spéciale  de 
M.  Appell;  nous  sommes  alors  amenés  à  partager  les  équations  en 
deux  groupes,  et  nous  dirons  simplement  qu'une  équation  est  de 
picmièrt!  espèce  si  le  déterminant  D  est  une  fonction  quelconcjuc  à 
inuili|)lieateurs,  cl  ré((uation  sera  dite  de  forme  .spéciale  si  le  déler- 
minanl  1)  est  une  fonction  spéciale  à  multiplicateurs. 

Hcmaniuons  encore  que  si,  dans  Téquation,  on  fait  le  changement 

c-"<"^  étant  une  fonction  s[)éciale  de  M.  .\p|>rll.  fiMpiation  eu  >'  aura 
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pour  déterminant 

Cu'(z)c  '=' 
OU  bien 

Cu'(z), 

si  elle  était  de  forme  spéciale;  nous  dirons  alors  que  l'équation  trans- 
formée est  de  première  espèce  et  de  forme  réduite  ou  bien  spéciale 
et  de  forme  réduite. 

2.  Nous  sommes  maintenant  en  mesure  de  voir  comment  se  com- 
porte/?, sur  toute  la  surface.  En  effet,  la  formule  (7)  nous  montre 
,que  p^  ne  peut  avoir  que  des  pôles  de  premier  ordre  qui  sont  tous  à 
distance  finie.  En  chaque  point  de  ramification,  le  résidu  doit  être 
négatif  et  égal  à  — i,  de  sorte  que,  dans  le  domaine  d'un  point  de 
ramification,/?,  sera  de  la  forme 

«a)  +  .  -  . 


1 

(7 

I 

-1 

-f-  a\ 

;+af 

{-^ 

-  —  fl/t 

a,f 

(A  = 

•»2, 

,  . . ., 

2/>  +  2), 

tandis  que,  dans  le  domaine  des  autres  points  ordinaires  qui  sont  des 
pôles  pour/},,  les  résidus  doivent  être  entiers  et  positifs,  et  la  somme 
de  ces  résidus  sera  égale  à  2/?  —  2.  Enfin,  dans  le  domaine  du  point  à 
l'infini,  p^  sera  de  la  forme 

o        b'         l>  '' 
—  z -^ -Zï  +  -zï  -^  ■•■  {1=1,  1). 

3.  D'après  ce  qui  précède  il  nous  sera  facile  de  reconnaître  si  une 
équation  donnée  de  première  espèce  est  de  forme  spéciale  ou  encore 
de  la  forme  réduite.  En  effet,  la  fonction  à  multiplicateurs 


qui  figure  dans  la  formule  (7)  a  pour  zéros  les  points  [3;  et  pour  pôles 
les  points  a,;  or  on  sait  cpie,  entre  ces  zéros  et  ces  pôles,  il  existe  les 


i2/i 

/)  relations  suivantes  (') 


(8) 


2   |«'*(\3,)-«<*(a,)| 

^  'iT.\  —  r 


Si  r(''(jiiiition  ncst  pas  spéciale,  il  faut  avoir 

1=1 

On  remarque  que,  dans  celte  formule,  les  points  a,  sont  les  zéros 
(le  '/'(-)>  '^^P  —  I  points  sont  les  superposés  des/;  —  i  autres;  donc 
linéf^alité  précédente  sera  satisfaite  si  les  points  ^  sont  en  nombre 
impair,  ou,  s'ils  sont  en  nombre  pair,  il  faut  que  deux  points  au 
moins  ne  soient  pas  superposés.  Si,  au  contraire,  l'équation  donnée 
est  de  forme  spéciale,  il  faut  que  les  points  fi  soient  en  nombre  pair, 
(ju'ils  puissent  se  partager  en  deux  groupes  tels  que  les  points  du 
premier  groupe  soient  les  superposés  des  points  du  second,  et  il  faut 
(le  plus  que  les  résidus  de  deux  points  quelcon(jues  (|ui  sont  super- 
posés soient  égaux  :  il  est  bien  entendu,  comme  nous  l'avons  déjà  dit 
plus  haut,  que  le  nombre  de  points  ^  est  au  plus  égal  à  "xp  —  ?..'>\ 
ces  conditions  sont  remplies,  l'équation  sera  de  forme  spéciale. 

En  prenant  la  dérivée  logarithmique  de  (7)  et  en  ayant  égard  à  la 
forniule  (/j),  on  trouve,  en  général, 

(9)  /'•==  7/; '"?"'<'-")  + 7^  2  n,.?, -2«;(;), 

et  si  l'érpiation  est  <\r  la  forme  réduito,  en  aura 

1=1 

('  I  AppF.Li.,  loc.  cil.,  p.  i3. 


ÉQUATIONS     DIFFÉRENTIELLES    LINÉAIRES     DE    SECOND    ORDRE.         125 

Dans  le  cas  particulier  où  réquation  est  de  forme  spéciale,  on  prendra 
pour  py  la  forme 

(lo)  /J,  =  ^_\0^U'{Z)  -  2  «',(--), 

pour  éviter  des  points  étrangers  à  la  question;  enfin,  pour  la  forme 
spéciale  réduite,  on  aura 

/>.  = -/^log  «'(-)• 

4.  Il  nous  reste  maintenant  à  chercher  comment  se  comporte  le 
"second  coefficient  pa  sur  toute  la  surface.  Nous  allons  apprendre 
d'abord  comment  il  se  comporte  dans  le  domaine  d'un  point  de  rami- 
fication. 

Nous  laissons  de  côté  le  cas  particulier  où  p.,=  o\  les  équations 
admettent,  comme  Ta  fait  voir  M.  Appell  ('),  une  intégrale  qui  est 
l'intégrale  de  première  espèce  d'une  fonction  à  multiplicateurs  con- 
stants. Faisons  le  changement  de  variable 

(il)  --a,  =  (■(--,)-  (/=  1,2,   ...,2p  +  2), 

l'équation  (2)  se  transforme  en  la  suivante  : 

Le  déterminant  analogue  à  D  de  rétjuation  (12  )  sera  de  la  forme 

(>3)  ^*''^-:^^T^  =?(^''^)' 

où  cp  est  une  fonction  finie  et  différente  de  zéro  au  point  considéré. 
Si  nous  désignons  par  /-,  et  1%  les  exposants  auxquels  appartiennent  les 
deux   intégrales  _)^,,  y.,    considérées   comme   fonctions  de  'C,,  s  et  qui 


(')  Api>ELL,  loc.  cit.,  p.  i65. 
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lorincnt  un  syslènic  fondamental  :  on  sait  ((iio  dans  le  domaine  de  ce 
point  nous  devons  avoir  (  '  ) 

où  la  fonction  '|  est  finie  et  différente  de  zéro  au  même  point;  donc 
daprès  (i3)  on  doit  avoir 


Mais  /•,  et  Tj  sont  les  racines  de  Téipiation  fondamenlale  déterminante 
de  M.  Fuchs,  correspondant  à  rétpiation  (ra"),  et  ces  racines  doivent 
être  entières  et  positives;  nous  ne  pourrons  donc  satisfaire  <|u"en  posant 

/•,  =  o  cl  r.,  =  t . 

Il  résulte  de  là  f/i/c  Ic-'i  deux  intégrales  qui  forment  un  .systcnie 
fondamental  de  toute  équation  de  second  ordre,  linéaire,  à  cocjji- 
cients  algébriques  et  de  première  espèce,  appartiendront  en  chaque 
point  de  ramification  de  la  surface,  l'une  à  l'exposant  zéro  et  l'autre 
à  l'exposant  un,  après  avoii-  fait  dans  l'équation  le  changement  de 
rariahlc  donné  par  (i  i  ). 

Si  nous  nous  rapportons  à  la  lorinuic  (^  "i  ),  où  nous  ferons  le  chan- 
gement de  variable  donné  par  (i  i),  on  trouve  que/»^  dans  le  domaine 
de  ce  point  sera  de  la  forme 


(.4)  (T^-^(T^+^^"-*-^^'<:^-'''^^---' 

ou  l)ien  encore 

(•■^)  -^  +  -^  +  A., +  A.(. -«,.)'  +  ••■• 

Nous  reniar(|UOiis  (ju'il  n'existe  pas  iléqualioM    pailiculière  où  le 
premier  coefficient  A   2  s()il  nul.  l'^i  cirel,  supposons  (pie  la  proj)osilion 


(')    Tanserv,    Propriétés    des    intégrales     des    cqualions    Hijprenlietti-i 
tiiièaires  à  coefficients  variables  {Thèses,  1874). 
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ne  soit  pas  vraie  et  soit  A..  =  o.  Nous  avons  vu  que  les  deux  intégrales 
Ji  et  j'o,  considérées  comme  fonctions  de  (^  et  s,  seront  développées 
dans  le  domaine  de  ce  point  par  les  séries 


(iG) 


Dans  la  première  série  les  coefficients  c,a  et  c,,  sont  nécessairement 
différents  de  zéro  et  dans  la  seconde  le  coefficient  Cj,  sera  différent  de 
zéro.  Cela  est  évident  pour  les  coefficients  c,„  et  c^,,  il  en  sera  de  même 
pour  c, , ,  car  la  dérivée  de  y, ,  considérée  comme  fonction  de  :;,  et  .s  doit 
devenir  au  point  a<  infinie  comme  une  puissance  inférieure  à  l'unité. 
Donc  pour  que  A_2  soit  nul,  en  se  rapportant  à  la  formule  (o),  il  faut 
que  le  nombre  A-  dans  les  deux  séries  (16)  soit  au  moins  égal  à  3.  L'é- 
quation (12)  doit  être  satisfaite,  en  particulier,  par  la  première  série 
de  (16);  mais  si  l'on  substitue  cette  série  dans  (12)  et  qu'on  identifie, 
on  trouve  que  c, ,  doit  être  nul,  ce  qui  est  impossible  ;  donc  on  ne  peut 
pas  satisfaire  par  une  pareille  série;  on  en  conclut  alors  qu'il  n'existe 
pas  d'équation  particulière  où  le  coefficient  A_o  soit  nul. 

3.  Nous  venons  de  voir  comment  se  comporte  ^2  dans  le  domaine 
d'un  point  de  ramification,  voyons  maintenant  comment  il  se  com- 
porte dans  le  domaine  d'un  point  ordinaire  3.  Supposons  d'abord 
que  p,  a  l'unité  pour  résidu  dans  le  domaine  de  chaque  point  P; 
alors  le  déterminant  D  n'aura  que  des  zéros  simples  à  distance  finie. 
Si  nous  désignons  encore  par  /■,  et  j\  les  racines  de  l'équation  de 
M.  Fuchs,  nous  aurons 

r,  -h  r.,  =  1, 

où  nous  ne  pouvons  satisfaire  qu'en  posant 

r,  =  o         et         r\  =  2. 

Il  résulte  alors  que,  si  p,  devient  infini  en  2/>  —  2  points  ordinaires, 
l'équation  admet,  en  ces  2/)  —  2  points,  deux  intégrales  qui  forment 
un  système  fondamental,  et  l'une  d'elles  appartient  à  l'exposant  zéro  et 
l'autre  à  l'exposant  2.  En  nous  rapportant  à  la  formule  (5),  on  trouve 

Journ.  de  Math.  (5°  série),  tome  VIII.  —  Fasc.  II,  1902.  '  7 
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que,  dans  le  domaine  de  l'un  de  ces  points  p,  p.  sera  de  la  forme 

(•:)      r4^+Air+A;(r-?,)  +  ...  (/=I,2,...,o.;,_2). 

Supposons  maintenant  que  le  nombre  des  points  ^  soit  inférieur  à 
np  _  2,  le  coefficient  ^,  deviendra  alors  infini  en  des  points  où  le  résidu 
correspondant  est  supérieur  à  i.  Soient  j3,  un  de  ces  points  et  A,  le  ré- 
sidu correspondant;  le  point  ^,-  sera  un  zéro  de  D  d'un  ordre  égal  àX,; 
nous  aurons  alors,  en  appelant,  comme  tout  à  riieurc,  /•,  et  i\  les 
racines  de  Téquation  de  M.  Fuchs, 

/•,  -t-  i\=  A, -h  I, 
ou 

Le  nombre  /•,  peut  recevoir  toutes  les  valeurs  entières 

O,         I,         2,        ...,        -. 

si  le  nombre  A,  est  pair,  ou  bien  toutes  les  valeurs 

o,         I,        2,     ...,       -^^, 

si  X,-  est  impair. 

Nous  aurons  alors  pour /),  un  développement  de  la  forme 

(■8)  -^(:-'^;''^'+(7^+Ao'+A,-(.-^,)-^.... 

Dans  le  cas  particulier  où  l'équation  admet  en  tous  les  points  p 
une  intégrale  qui  appartient  à  l'exposant  zéro,  le  coefficient  p.^  aura 
un  développement  analogue  à  (17).  Nous  remarquons  encore  qu'il 
existe  des  équations  où  le  coefficient />j  reste  fini  dans  le  domaine  d'un 
point  ^,  puisque  l'équation  pourra  être  satisfaite  par  une  intégrale  de 
la  forme 

où  A'  est  au  moins  égal  à  3. 
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6.  Nous  avons  appris  comment /?2  se  comporte  sur  toute  la  surface 
de  Riemann  à  distance  finie,  il  nous  reste  à  examiner  comment  il  se 

comporte  au  point  à  l'infini.  Si  l'on  pose  r  =  -  et  qu'on  forme  le  déter- 
minant analogue  à  D  de  l'équation  transformée,  on  trouve  que  ce 
déterminant  reste  fini  et  différent  de  zéro  pour  /  =  o;  donc,  au  point 
à  l'infini,  les  deux  intégrales  qui  forment  un  système  fondamental 
appartiendront  l'une  à  l'exposant  zéro  et  l'autre  à  l'exposant  i.  Le 
coefficient  p.,  dans  le  domaine  de  ce  point  sera  de  la  forme 

ou 

(19)  t;^  +  7:  -+-•••• 

La  remarque  que  nous  avons  faite  sur  les  points  de  ramification 
s'applique  aussi  pour  le  point  à  l'infini  et  l'on  trouve  que  le  coeffi- 
cient A,,  doit  être  nécessairement  différent  de  zéro. 

7.  Nous  savons  maintenant  comment  se  comporte  p.,  sur  toute  la 
surface.  Il  nous  sera  facile  de  le  former. 

Plaçons-nous  d'abord  dans  le  cas  où  p.^  aura,  dans  le  domaine  des 
points  [5,  un  développement  de  la  forme  (17).  Considérons  alors  la 
différence 

où  u'{z)  est  la  dérivée  de  l'intégrale  «(;),  abélienne  de  première 
espèce,  ayant  les  points  a,  pour  zéros;  ïï^^p^  est  une  intégrale  normale 
de  troisième  espèce  et  M,  sont  des  constantes,  l'indice  î  se  rapportant 
à  tous  les  points  j3. 

Nous  pouvons  disposer  des  constantes  M,  pour  que  l'expression 
précédente  reste  finie  en  tous  les  points  j3,  elle  ne  deviendra  alors 
infinie  qu'aux  points  de  ramification,  et  cela  de  la  manière  que  nous 

l'avons  dit;  enfin,  à  l'infini,  elle  devient  infiniment  petite  comme  —^• 

Nous  remarquons  alors  que  cette  expression  a,  à  distance  finie, 
[\p  —  4  zéros,  et  il  est  facile  de  s'assurer  que  ces  zéros  ne  sont  pas 
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arljilraircs;  ils  se  partagent,  en  eflcl,  on  deiiv  groupes  de  points  de 
■ip  —  2  points  et  tels  que  les  points  du  premier  groupe  sont  les  super- 
posés des  points  du  second. 

Nous  pouvons  alors  former  deux  intégrales  abéliennes  do  ])remière 
espèce  «j(-)  et  W3(;),  telles  que  les  dérivées  aient  pour  zéros  les  f\p  —  4 
zéros  de  l'expression  (20);  elle  ne  dittérera  du  produit  u.^{z)  u\{z) 
que  par  une  constante  C. 

Nous  aurons  alors 

Admettons  maintenant  quil  y  ail  dos  points  !i  où  p..  ail  un  déve- 
loppement de  la  forme  (18).  Soit  alors 

h. 

une  intégrale  abélienne  normale  de  seconde  espèce,  devenant,  au 
point  ^A,  infinie  comme 

désignons  par  Zlj,,  la  dérivée  de  Z^^  par  rapport  à  ^  et  considérons 
Texprcssion 

où  lindico  h  se  rapporte  aux  points  jiJ  pour  lcs(|uols  p.,  a  un  dévelop- 
pemonl  de  la  forme  (18),  A;^  est  le  résidu  correspondant  à  un  de  ces 
points  [ï,  onlin  l'indice  /  se  rapporte  aux  points  où  p^  a  un  dévoloppo- 
ment  de  la  forme  (17)  el  aux  points  qui  proviennent  de  l'indice  A. 

Nous  pouvons  encore  disposer  des  constantes  M,  pour  que  l'expres- 
sion (22)  soil  finie  en  tous  les  points  p,  clic  ne  deviendra  plus  infinie 
qu'aux  points  de  ramification  de  la  manière  montrée  plus  haut,  et  à  l'in- 

lini,  infiniment  |)elite  comme  — •  1/oxpression  ('2-2)  ne  différera  alors 
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du  produit  u.,(z)  «!,(-)  que  par  une  constante;  nous  aurons 

*■ 

8.  Nous  allons  terminer  par  un  cas  particulier  où  nous  montrerons 
qu'il  existe  des  équations  de  première  espèce  dont  les  coefficients  sont 
rationnels  en  z  seulement. 

Supposons  que  l'on  veuille  former  une  équation  de  forme  spéciale 
qui  jouisse  des  propriétés  suivantes  :  en  tous  les  points  critiques  ordi- 
'naires  l'équation  admet  deux  intégrales  formant  un  système  fonda- 
mental, dont  l'une  appartient  à  l'exposant  zéro;  de  plus,  en  tous  ces 
points,  l'intégrale  qui  appartient  à  l'exposant  zéro  doit  être  de  la 
forme 

r.  =  c.o  +  2c,a(-  -  %Y, 

où  A"  est  au  moins  égal  à  3.  Il  en  résulte,  d'après  ce  que  nous  avons 
vu,  que  le  coefficient  pi  sera  fini  en  tous  ces  points  critiques;  donc  /?, 
ne  deviendra  infini  à  distance  finie  qu'aux  points  de  ramification  et 

à  l'infini  infiniment  petit  comme  — ;  donc  p2  ne  dilTérera  du  produit 

«!,(;)  «.,(-)  que  par  une  constante;  donc  pn  sera  une  fonction  ration- 
nelle de  :?  seulement.  Supposons,  en  particulier,  que  l'équation  soit 
non  seulement  de  forme  spéciale,  mais  encore  de  forme  réduite;  alors 
le  coefficient  p,  est  aussi  rationnel  en  -  seulement;  il  sera  de  la  forme 

et  l'équation  cherchée  sera 

Remarquons  encore  que,  si  le  genre  de  la  surface  est  i,  toutes  les 
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oqualioiis  de  preinicrc  espèce  seront  de  la  fonnc  spéciale  on  de  la 
forme  réduite.  En  effet,  la  dérivée  d'une  intégrale  abélienne  de  pre- 
mière espèce  est  sans  zéro  à  distance  finie,  donc  p^  sera  rationnelle 
en  z  et  de  la  forme 

et  l'iMpialion  la  plus  générale  appartenant  au  genre  i  sera 
\W  =  bl  ""«"  ^-)-+-  Aii  ^z)   ^  -f-  i.u-{z)y. 

9.  Dans  les  numéros  précédents,  nous  avons  appris  comment 
doivent  être  les  coefficients  d'une  équation  pour  qu'elle  soit  de  pre- 
mière espèce.  Dans  ce  dernier  numéro,  nous  allons  démontrer  une 
proposition  concernant  les  équations  qui  ont  un  même  groupe,  donné 
d'avance  (').  Nous  remarquons  que,  si  l'on  impose  à  une  équation 
d'être  de  première  espèce  et  d'avoir  un  groupe  donné,  la  forme  géné- 
rale des  coefficients  de  l'équation  ne  sera  pas  modifiée.  En  effet,  con- 
naissant le  groupe  de  l'équation,  on  connaît  aussi  les  multiplicateurs 
du  déterminant  D  ;  alors  la  seule  différence  qui  existera  c'est  que  les 
zéros  de  D  ne  sont  plus  arbitraires;  parmi  ces  points,  qui  sont  des  zéros 
de  D,  il  v  aura^  —  2  points  arbitraires;  dès  qu'on  connaît  les  poiuts  a, 
qui  sont  les  zéros  de  u'{z),  les  p  autres  points  dépendront  de  tous  ces 
points  ainsi  que  du  groupe  de  l'équation.  On  remarque  encore  qu'il 
n'y  a  aucun  changement  à  apporter  si  le  groupe  de  l'équation  est  tel 
ipie  ré(juation  correspondante  soit  de  forme  spéciale,  car  les  zéros 
de  D  forment  alors,  comme  nous  l'avons  dit  au  début,  un  groupe 
spécial. 

Revenons  maiuleiiaiit  à  la  proposition  que  nous  avons  en  vue. 

.Te  dis  qu'il  existe  p  —  i  équations  simplement  de  première  espèce 
avant  un  même  groupe  et  qui  sont  linéairement  indépendantes,  q\.  p 
dans  le  cas  où  elles  sont  de  formes  spéciales  ou  de  formes  s[)éciales  et 
réduites. 

-Nous  dirons  que  k  équations  ayant  un  niéiue  groupe  donné  soiU 

(')  AppEi.i-,  loc.  cit..  p.  iG^^. 
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linéairement  indépendantes  s'il  n'existe  aucun  système  de  constantes 
pour  lesquelles  on  puisse  avoir 

c,7,  +  c.y.  -+-...  +  c^.jA-  =  o, 
où 

/o    72,     •••,    7* 

sont  des  intégrales  de  A"  équations. 
Soient  alors 

y, h     y-2i         ('  =  1,2,  ...,/j-i) 

deux  intégrales  formant  un  système  fondamental  d'un  groupe  de 
p—i  équations.  Désignons  par 

Pn,       P,2,       •••,      P,/-. 

les  coefficients  de  -^  de  ces  p  —  i  équations.  Le  groupe  de  ces  équa- 
tions étant  donné,  nous  savons  que  ces  coefficients  deviennent  infinis 
en  p—  1  points  arbitraires.  Soient 


?|,         ?2,  •••,  1^, 


•p-i 


les  infinis  arbitraires  du  coefficient  p,,,  et  supposons  qu'aucun  de  ces 
points  ne  rende  infinis  les  autres  coefficients.  Supposons  encore  qu'il 
existe  un  système  de  constantes  telles  que  l'on  puisse  avoir 

c.7m  -+-c,7,2  4-...-t-c^_,7,/^,  =o, 
c,72,  -t-CjjK2  2H-...-4-C/^,7./^,  =o; 

des  conditions  imposées  aux  points  j3  il  résulte  que  les  deux  inté- 
grales /,,  et  y^^  delà  première  équation  appartiendront  aux  expo- 
sants o  et  2  et  les  intégrales  des  autres  équations  appartiendront  aux 
exposants  o  et  i  dans  le  domaine  de  tous  ces  points  ^  ;  admettons  que 
les  intégrales  dont  le  premier  indice  est  i  appartiennent  à  l'exposant 
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zéro.  Nous  aurons  alors 


d  ,1  cl 


Si  dans  celle  relation  nous  remplaçons  z  par  fl,,  (5^»  ■  ■  ■■>  ^—ii  "ous 
aurons  les  ^  —  2  équations  linéaires  et  homogènes 

(/=    I,    2,    ...,/)-2), 

et,  connue  leur  déterminant  est  différent  de  zéro,  sans  quoi  il  établi- 
rait une  relation  entre  les  />  —  2  points  ^  qui  sont  arbitraires,   on 

aura  alors 

Cl  =  C3  =...=C/^,  =  o. 

Ln  raisonnement  analogue  nous  conduirait  à  p  équations  linéaire- 
ment indépendantes  si  les  é([uations  étaient  de  formes  sj)éciales. 

La  même  proposition  pourra  encore  être  établie  comme  il  suit. 

Il  est  évident  que  deux  systèmes  d'équations  simplement  de  pre- 
mière espèce  ou  de  formes  spéciales  ayant  deux  groupes  différents 
auront  le  même  nombre  d'équations  linéairement  indépendantes.  Il  est 
encore  évident  que  ce  nombre  sera  le  même,  quelles  que  soient  les  va- 
leurs que  Ton  donnera  aux  coefficients  arbitraires  (jui  figurent  dans  le 
coefficient/jj  de  ces  équations.  Nous  pouvons  alors  disposer  du  groupe 
ainsi  cpic  des  coeflicionts  arbitraires,  pour  (jue  les  coefficients /).j  dans 
les  équations  du  second  système  soient  nuls  sans  que  ces  équations 
changent  de  type.  Le  nombre  des  équations  linéairement  indépen- 
dantes du  premier  système  sera  le  même  que  celui  du  second  système. 
Or  ce  dernier  système  a  pour  intégrales  des  intégrales  de  fonctions  à 
multiplicateurs  de  première  espèce,  et  l'on  sait  que  le  nombre  de  ces 
intégrales  linéairement  indépendantes  est  ^  —  i  ou  /)  (  '  ),  selon  (jue  les 
équations  sont  simplement  de  première  espèce  ou  de  formes  spéciales. 

Paris,  ■iâ  août  1901. 
{')    ApPELL,   loc.  cit.,  p.  20. 
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Si/r  V hcxacorypJie   (')   complet; 
Par  m.   Aristide  ZOUKIS. 


Dans  le  présent  Travail  nous  nous  occupons  de  l'hexacoryplie  com- 
plet. En  considérant  les  quinze  arêtes  de  l'hexacoryplie  et  les  quinze 
surfaces  du  second  degré  S-  ayant  pour  directrices  trois  de  ces  droites, 
nous  démontrons  diverses  propriétés  de  ces  surfaces  et,  entre  autres, 
cette  propriété  remarquable  que  ces  surfaces,  prises  trois  à  trois  de 
vingt  manières  difle renies,  passent  par  une  même  biquadraliquc.  Ces 
vingt  biquadratiques  se  rangent  en  dix  couples  et  les  courbes  de 
chacun  de  ces  couples  constituent  le  lieu  géométrique  des  points  dont 
on  peut  projeter,  sur  un  plan  quelconque,  comme  trois  fois  homo- 
logues dans  l'un  ou  l'autre  de  deux  manières  possibles,  les  deux 
triangles  d'un  des  dix  couples,  qui,  ayant  pour  sommets  les  six  som- 
mets de  l'hexacoryphc,  se  trouvent  situés  sur  deux  de  ces  faces  op- 
posées. 

En  considérant  ensuite  les  quarante-cinq  cubiques  suivant  les- 
quelles se  coupent,  deux  à  deux,  les  quinze  surfaces  S",  quand  elles 
ont  une  directrice  commune,  nous  sommes  amenés  à  la  considération 
de  quarante-cinq  nouvelles  surfaces  Ir  du  second  degré  formant  entre 
elles  et  avec  les  quinze  surfaces  S^  certaines  configurations  remar- 
quables. 

Les  équations  des  quinze  surfaces  S-  et  des  quarante-cinq  surfaces  Ir 

(  '  )   ë;  ^  six,  xopucpy]  ^  sommet. 

Journ.  de  Math.  (5"  série,  tome  MU).  —  Kasc.  II,  iyu2.  lO 
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sont  données  au  moyen  des  dix  polynômes  du  second  detrré  rpii,  éi^alés 
à  zéro,  représenleni  les  divers  couples  des  faces  opposées  de  1  liexa- 
coryphe.  Ces  dix  polynômes  sont  liés  entre  eux  par  certaines  identités 
dont  l'importance  est  capitale  pour  l'étude  que  nous  faisons  ('  ). 

Kniin  nous  considérons  quelques  surfaces  du  sixième  degré  ayant 
pour  points  triples  les  six  sommets  de  riiexacoryphc  et  qui  font  une 
confijiuration  semblable  à  celle  des  couples  des  faces  opposées  de 
riiexacorvphe  des  surfaces  S'^  et  des  surfaces  X". 

(juelques-uncs  de  ces  surfaces  ont,  parmi  d'autres  propriétés,  celle 
d'avoir  leurs  points  associés  en  couples.  Les  droites  déterminées  par 
ces  couples  de  points  rencontrent  toutes  suivant  deux  points  la  cu- 
bique déterminée  par  les  six  sommets  de  riiexacorypbc.  Cette  pro- 
priété établie,  nous  trouvons  diverses  distributions  des  droites  de  cette 
ronf,'rnence  en  génératrices  de  surfaces  du  deuxième,  du  (pialriènie. 
jusqu'au  dix-huitième  degré. 


L 

I.  Soient  dans  l'espjice  i,  2,  3,  .-î,  5,  6  les  six  sommets  d'un  hexa- 
corypbe  complet  et  D,„,  D,,,  .  .  .  les  quinze  droites  qui  joignent  ces 
sommets  deux  à  deux.  Trois  droites  D,y,  D^/,  D„,„  n'ayant  aucun  in- 
dice commun  déterminent  un  hyperboloïde  S,y^,  ,„„  contenant  ces 
droites.  Il  y  a  en  tout  (piinzc  surfaces  pareilles. 

Les  quinze  droites  D  peuvent  se  ranger  en  six  peulades  (groupes  de 
rinq)  i,  2,  3, /{.  5.  (3,  dont  chacune  contient  les  cin(|  dioiles  (|ui 
|)assent  par  un  même  sommet  de  rhexacory[)lie. 

Charpie  surface  &■;<,,„„  ronliont  une  <lroite  de  chacune  de  ces  pen- 
tades. 

])(■  niéiiie  les  quinze  surfaces  S]^  x,.„„  se  rangent  en  six  peutades 
telli-s  que  les  surfaces  de  cluupie  pentade  passent  pai-  toutes  les  ipiinze 
droites  n. 


I  ')  l)cs  identiiis  anniogiics  t-xislenl  entre  les  polynômes  qtii,  l'pnlcs  à  zéro, 
roprcficnleni  les  couples  des  faces  opposés  à  «  —  i  dimensions  de  la  (i^nie  coin- 
plèle  nviinl  pour  sommets  tn  points  d'un  espace  à  n  dimensions. 
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Nous  désignons  ces  pentades  par  les  indices  I,  II,  III,  I\  ,  ^  ,  ^  I- 

Chacune  des  quinze  surfaces  S^  ,;,,,„„  appartient  à  deux  pentades  et 
peut  être  aussi  représentée  par  le  couple  d'indices  de  ces  deux  pen- 
tades. 

iSous  aurons  ainsi  : 

I.  II.  m. 

Sfm^Sfj     25     js  Sfllll^  Sjj     .,  1     35  Sfllll    ^  Sf  5     .,;.   35 

SflV  =  S,^j_  25     35  Su  1\  =  Sf  5_  23     415  Sfti  |^  =  S  ,  ,     3  ^     j  5 

SfV^SJj     ,j     35  Snv^Sj3     25.   j5  SlIIV     ^=^14.2  3,    55 

SlVl    ^   S'f  5     23.   4.5  Sfivi^  Sfj     25.   3C  Sfn  y]  H^  ^  J  5     5  ,;     3  j 

IV.  V.  VI. 

SflV     ^SJj     J5.35  SlV      ^Sj5     2-,,36  Sfvi      ^5;G,23.i3 

Slin     =8^3     23,    i6  S'iN     =  Sf3     26,   ;5  Sf]  M    ^   S  f  j     ,  5     3  5 

S|ni\    =  Sjj.  36,  45  Sfin    =  Sf  4     23,  56  Sfll  Vl^  S,  3     2G.  3i 

S  2  C2  C2         C2  C2  C-2 

IV  V    =  ■'ic,   J5.   34  ■'IV^  =  ''le,   25,  34  ''iVVI  =  ^  1  3.  2  4 ,   5  G 

5l\  Vl^  Sj3    24.  5s  Sy  vi^  SJ2,  35,  40  Sy  y|   ^  S  ,  , .  3  5.  4  5 

De  même  que  trois  droites  D  n'ayant  aucun  indice  en  cnnunun  <e 
trouvent  sur  une  surface  S^,  de  même  trois  surfaces  S"  n'ayant  aucun 
indice  en  commun  passent  par  une  droite  D.  Cette  droite  peut  être 
représentée  par  Tensemble  des  indices  de  ces  trois  surfaces.  Ainsi  la 
droite  D,o  peut  être  aussi  représentée  par  le  symbole  D,,,  miv.y  vu  ^ud 
Sf„,y,  Syy,  ctaHt  Ics  ti'ois  surfaces  qui  passent  par  cette  droite. 

2.  Deux  surfaces  Sjî,,  S,'k  (')  ayant  un  indice  commun  n'ont  aucune 
droite  commune  et  se  coupent  suivant  une  biquadratique. 

Deux  surfaces  S,',,  S^l»  qui  n'ont  aucun  indice  commun,  passent  par 
une  même  droite  D  qui  est  la  droite  D,,  ,^l  „;^. 

Trois  surfaces  S,',,  Sj^,  Sj;,,  dont  les  symboles  ne  contiennent  que 
trois  indices  I,  J,  K,  ont  pour  directrices  les  neuf  droites  D  qui 
joignent  trois  sommets  de  l'he.vacoryphe  avec  les  trois  autres  sommets. 


(')  Nous  ferons  usage  des  lettres  i,j,  k,  /,  m,  n  ]jour  incliquer  une  permu- 
tation quelconque  des  indices  i,  2,  3,  4i  5,  6,  et  des  lettres  I,  J,  K,  L,  M,  N  pour 
indiquer  une  permutation  quelconque  des  indices  I,  II,  III,  IV,  \  ,  VI. 
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Ainsi,  par  oxomplo,  sur  les  surfaces  Sf„,  S,-,  ,„,  Sf,,  ,  se   trouvent  les 
neuf  ilroites  (jui  joigncut  les  jioints  \ ,  \,  5  avec  les  points  2,  i,  G. 

5.  La  surface  Sf, ^  ^l.u.,,,,,  est  le  lieu  des  points  p  d'an  se  projettent 
honiologifjuement  sur  un  plan  quelconcpie  les  deu\  triangles  de  cha- 
cun des  quatre  couples  : 

i/,i>i  et  j/fi.      Uni  vvjlni,      ilin  r[  J/xii,      ihi  etj/tni. 

Le  centre  commun  de  ces  quatre  liomologies  se  trouve  sur  la  droite 
de  la  surface  S,y  ^,  „,„  passant  cnp  et  appuyée  sur  les  trois  droites  D,,, 

Considérons  une  seconde  surface  Sj\i— S,",jt„.,,„  ayant  un  indire 
commun  avec  la  surface  S,',^  S,^^,  ,„„,  c'est-à-dire  (n"  2)  n'ayant  au- 
cune directrice  commune  avec  elle.  Cette  nouvelle  surface  est  aussi  le 
lieu  des  points  par  lesquels,  sur  un  plan  quelconque,  les  deux  triangles 
ik»i  et  J/n,  du  premier  seulement  des  quatre  couples  précédents,  se 
projettent  liomologues  avec  sommets  correspondants  les  (//),  (/«"«), 

Par  const'cpicnt,  de  tous  les  poiiils  <\i'  la  l)i(piii(lralii[ue  sui^ant  la- 
quelle (n''2)  se  coupent  les  deux  surfaces  Sjî,,  5,^,  les  deux  triangles 
ilxm  el  jln  se  projettent,  sur  un  plan  quelconque,  de  deux  manières 
homologues.  Puisque  maintenant,  dans  ces  deux  homologies,  aux  pro- 
jections des  points  /,  /»,  m  correspondent  respectivement  dans  lime 
les  projections  des  points  j,  /,  //,  el  dans  l'autre  les  projections  des 
points  /,  r>,j,  il  s'ensuit  que  les  projections  de  ces  deux  triangles  se- 
ront aussi,  d'une  troisième  manière,  homologues  de  telle  sorte  qu'aux 
projections  des  points  /,  A ,  //i  correspondent  respectivement  les  pro- 
jections des  points  n,j,  I.  On  déduit  de  là  que  tous  les  points  de  la 
ligne  d'intersection  des  deux  surfaces  Sfj^  S,y  */,„„,  Sj^^eS*  ,„  ,„,  se 
trouvent  sur  la  surface  S •;,,<,,„,  qui,  d'après  le  n"  2,  a  aussi  pour  sym- 
hole  Sj"k.  On  parvient  ainsi  à  la  proposition  suivante  : 

Trois  surfaces  représentées  par  des  synd)oles  de  la  forme  S,",,  Sj^, 
S^i  passent  par  une  même  hicpiadralicpie  Cu^. 

Nous  avons  vingt  lelh.'s  hicpiadratitpies  (pii  se  rangent  eu  dix 
louples  CC,jK,  (l,My)- 
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4.   Si  nous  écrivons  les  neuf  directrices  des  trois  surfaces 

C2__C2  C2    =:C2  C2    C2 

"-^IJ  '^il.kl.mm  'J.IK  ^ll.kn.mjl  '^Kl  =  '^/n, // ,  m/ 

qui  passent  par  la  biquadralique  C,,,;,  comme  élément  d'un  détermi- 
nant du  troisième  ordre 


D., 

D,„ 

!>„„ 

D.„, 

D,„„ 

D,v 

D,„„- 

D,„, 

D/., 

en  posant  dans  chaque  ligne  horizontale  les  trois  directrices  d'une 
même  surface  de  manière  que  dans  chaque  ligne  verticale  ne  se  trouve 
pas  le  même  indice  plus  d'une  fois,  nous  pouvons  remarquer  : 

a.  Que  ces  droites  prises  trois  à  trois,  quand  elles  se  trouvent  dans 
la  même  ligne  verticale,  sont  les  directrices  des  trois  autres  sur- 
faces 'èl^kn.mh  ^li.jm.in  ^^^l.n.it.kji  Icsquclles  ayant  une  droite  commune 
avec  chacune  des  trois  premières  surfaces,  ont  pour  symboles  (n"  2) 
Sun  Sy^,-,  S^i  et  passent  toutes  (n"  5)  par  la  biquadralique  C,,i>-  accou- 
plée à  Qj^; 

^.  Que  par  tous  les  points  de  cette  biquadratique  C,,,,;,  sur  un  plan 
cjuelconque,  se  projettent  de  ti'ois  manières  homologues,  dans  l'un  des 
deux  cas  possibles,  les  mêmes  deux  triangles  ikm  el  Jln  ; 

y.  Que  seulement  les  deux  biquadraticjues  C,,,;,  C^i-v  ont  cette  der- 
nière propriété. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Les  couples  de  biquadratiques  C  correspondent  aux  divers  couples 
des  faces  opposées  de  l'hexacoryphe  et  les  deux  courbes  de  chaque 
couple  sont  le  lieu  des  points  par  lesquels  les  deux  triangles  situés  sur 
les  deux  faces  opposées  de  l'hexacoryphe  qui  forment  le  couple  cor- 
respondant se  projettent,  sur  un  plan  quelconque,  de  trois  manières 
homologues  dans  l'un  ou  dans  l'autre  de  deux  cas  possibles. 

Cela  posé,  nous  pouvons  représenter  le  couple  des  bicjuadra- 
tiques  C,jk  et  Q,ix,  soit  par  le  symbole  C,jK,aMM)  soit  par  le  sym- 
bole C„/,„„|^,„|,  Frt,„  et  Fj/„  étant  le  couple  correspondant  des  faces  op- 
posées de  l'hexacoryphe. 
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Ces  nuuveauv  symboles  découplés  des  hirjUiuli  atiiiii'-s  (1,  d  après 
les  indices  donnés  (n"  1)  aux  six  pentades  des  surfaces  S-,  sont 

(^i23)(4.56)^(II\  V)(;iiniVI),  (i24)(356)=(IIIIVI)(IIIVV), 

(i2))(346)=(IIVVI)(IIIII\),  (i26)(3/p)=(IIIIV)(lIIVVI), 

(i3',)(256)=(I  V  VI)(II  m  IV),  (i33)(94G)=(Ul  VI)(III  IV  V;, 

(i3G)(245)=(IIIIV)(IIIVVI),  (i/,5)(236)=(IIIHI)(iVVVI), 

(i46)(235)=(IIIV)(IIIIVVI),  (i56)(234)=(inilV)(IlVVl). 

ii.  Sur  clKUjue  surface  S"  en  dehors  de  ces  Ircjis  dircclrices  D  se 
trouveul  six  autres  droites  G  passant  l'espectivemcnt  par  les  six  som- 
inels  de  riiexacorvphc.  Ainsi,  la  surface  S,-  ^,,„,„  contient  les  six  droites 
qui  constituent  les  intersections  des  faces 

l'(A/  et  r,„,„,      l' ju  et  Vjm,,,     i\,j  et  V /i,„„, 
V,ij  et  F,,„„,     F„,y  et  F„,</,      F,„y  et  F„«. 

Nous  pouvons  représenter  ces  droites  respectivement  par  les  sym- 
boles 

G,,A7.,„„),        ^j(lsl,mn]i        ^kVnn.ij))        ^l(mn,ij)1        ^mlij.kl.i        '-■n(/7,«i' 

11  y  a  i5.6  =  ()o  pareilles  droites  que  nous  distinguons  par  le 
nom  de  génératrices  des  sur/aces  S".  (Jies  90  droites  se  ran^^ent  en 
/,5  couples  (G,(„,„,„),  G;,„,„„,)  qui  correspondent  aux  4j  couples 
{T)/ii,  D„,„)  des  droites  D  C|ui  n'ont  aucun  indice  en  commun. 

(i.  Deux  surfaces  Sf,,  S^,  n'ayanl  aucun  indice  en  commun  se 
coupent  suivant   une   dioile  D  (11°  2)  et  une  cubi(pie  passant   par 

quatre  sommets  de  lliexacoryphe.  Nous  avons  -^7^  =  45  telles  cu- 
biques et  nous  les  représentons,  par  exemple  celle  par  laquelle  passent 
les  deux  surfaces  S^,^  Si;.j.,,.-,„  et  S|^„,v^s  S^,,.j,.,,„,  soit  par  le  sym- 
bole C,  „  ,„  ,v,  soil  par  le  symbole  C,  ,.n,. 


srn    L  HEXACOnYPIIE    COMPLET.  T  '(  I 

7.  Par  la  ligne  d'intersection  des  deux  surfaces  Si;,^S;  .,  ,„„  et 
'^li.^%.ii.„„n  qui  se  compose  de  la  droite  D,„„  et  de  la  cubique 
t^ij.Ki.^  ^u.jk,  passent  deux  surfaces  2-  du  second  degré  dont  chacune 
coupe  suivant  quatre  droites  la  troisième  surface  S,-,,,^^  S-}  ^,,  ,„„  qui 
passe  par  la  même  droite  D,„„,  c'est-à-dire  la  première  suivant  les 
deux  directrices  D„,„  et  D,y  et  le  couple  correspondant  (n"  o)  des  gé- 
nératrices (Gy„v  ,„„;,  G^.,,;  „,„,),  et  la  seconde  suivant  les  deux  direc- 
trices D,„„,  Dy^.  et  le  couple  correspondant  des  génératrices 

(  G/  ,„„ ,  y^.) ,   G/  ,,nn .  y  A)  )  • 

Nous  représenterons  ces  deux  surfaces  par  des  symboles  tels  que 

V     /  ",V.m« ^IK.JI.        *-•-        — ;7.,w/,=  — 1I„J/.- 

Chacune  de  ces  deux  surfaces  passe  encore  par  une  autre  cul)ique  C, 
c'est-à-dire  la  première  par  la  cubique  Cy^,,„„=  C,l,jk  et  la  seconde 
par  la  cubique  C,v  „„,s^  C,k,ji,.  De  même  donc  que  par  la  cubique 
<^'ij,  KL^^  C,v,yA  passent  les  deux  surfaces(  i  ),  de  même  la  surface  ï,-j  ki.s=2,7  ,,. 
passe  par  les  deux  cubiques  C  ayant  les  mêmes  indices. 

ÎNous  avons  45  telles  surfaces  I^  Ces  surfaces  trois  à  trois,  repré- 
sentées par  des  symboles  de  la  forme 

rencontrent  chacune  suivant  quatre  droites  la  surface  S,j5seS,"  «  ,„„. 

Deux  à  deux,  les  trois  surfaces  1-  de  chacun  de  ces  quinze  triples 
se  coupent  suivant  les  /|5  cubiques  C. 

Les  45  cubiques  C  correspondent  aux  45  surfaces  11=  et  la  cubique 
C,y,A/=CK,.,„j,  qui  correspond  à  la  surface  I,^  ,,=  I,^,  „^.  est  l'intersec- 
tion de  deux  surfaces  2-  qui,  avec  la  surface  considérée,  forment  le 
triple  (a). 

8.  Si  nous  considérons  un  des  six  groupes  I,  II,  III,  IV,  V,  VI  des 
surfaces  S=  (n°  1),  trois  quelconques  de  ces  surfaces,  par  exemple  les 
surfaces  Si;,.»  Sr,,,   S^^  du  .groupe  K,  ne  passent  pas  par  une  même 
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courbe,  mais  elles  se  coupcnl  en  deux  points  P  difTércnts  des  soiniiiets 
de  riic-vacoryphe  que  nous  représenterons  p«r  le  symbole  l\n,s. 

Par  ces  deux  points  passent  les  trois  biquadraliques  Cki.mi  ^kmm  ^kin 
suivant  lesquelles  se  coupent,  prises  deux  à  deux  (n"  3),  les  trois  sur- 
faces Ski,  Skm)  Skn-  Par  conséquent,  par  ces  mêmes  points  [)assent 
aussi  les  trois  surfaces  S^fl,  Sii;^^  S^.  et  la  bicjuadraliquc  C,,,;,,,  suivant 
laquelle  elles  se  coupent. 

Nous  avons  quinze  tels  couples  de  points  P  correspomlanl  aux 
quinze  surfaces  S-;  le  couple  Pki.mn  correspond  à  la  surface  S,-j. 

Sur  cbaque  surface  S-  se  trouvent  six  couples  de  points  P,  et  trois 
couples  de  ces  points  se  trouvent  sur  cbaque  biquadraliquc  C.  Les 
(juatre  lùquadratiques  qui  forment  couples  avec  les  quatre  biquadra- 
liques qui  passent  par  le  couple  des  points  Pkim>  sont  celles  par  les- 
quelles passe  la  surface  S,",.  Ces  quatre  biquadratiques  se  coupent 
deux  à  deux  suivant  les  six  couples  des  points  P  situés  sur  cette  sur- 
face SiV 

Les  six  surfaces  S-  qui  passent  par  le  couple  de  points  P^mn  se 
coupent  aussi,  prises  deux  à  deux,  comme  il  suit  : 

Sm,  et  Sjf,^,     Si,,  et  Sf^,     S^^  et  S[,„ 

suivant  les  trois  directrices  D  de  la  surface  S,'j  accompagnées  par  les 
trois  cubiques 

Donc  ces  trois  cubiques  passent  aussi  par  le  couple  des  points  Pki„\. 
Puisque  les  trois  cubiques  (i)  sont  aussi  les  intersections  des  trois 

surfaces 

VJ  vi  y2 

prises  deux  à  deux,  il  s'ensuit  (jue  ces  trois  surfaces  !■  passent  aussi 
par  les  mêmes  points  Pklm.n  ('  )• 


(')   Nous  revienilrons  sur  ces  points  I'  dan^  un   aulre  Travail  rclalif  à  l'oluile 
i\f  la  projeclion  de  riicxacoiv[ilic  d'un  de  ce^  points  sur  un  j>laii  (|tii'leon(|ue. 
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9.   Si  nous  posons 


II. 

X     y 

Xi    y, 
X,   y, 

■^/,    7/. 


Xi,  y,-,  :-i,  «',  L'iant  les  coordonnées  du  sommet  i  de  riiexacoryphe,  la 
surface  S,- ,,,  „„,  sera  représentée  par  une  des  trois  équations  écpuva- 
lentes 

( ijm ) .  (  Idri )  -  (  ijN )  .(kim )  =  o,      {kli) .  ( mnj)  -  {hlj) . ( nmi)  =  o, 
(mrtk).(ijl)  -  (mnl).(ljk)  =  o. 

Les  équations  des  cpiarante-cinq  surfaces  I"  sont  les  éciuations  qu'on 
obtient  en  changeant,  dans  les  quarante-cinq  équations  précédentes 
des  quinze  surfaces  S-,  le  signe  de  l'un  de  deux  polynômes  ciu'clle 
contient.  Ainsi  l'équation  de  la  surface  Zf,  u  est 

{ijw).{klii)  +  {ijf>).{klin)  =  o. 

10.  Les  dix  polynômes  du  second  degré  (  i,  2,  3)  .(4,  5,  G),  ..., 
dont  chacun  représente  un  couple  des  faces  opposées  de  l'hexaco- 
ryphe,  pris  cjuatre  à  quatre,  quand  ces  symboles  ont  dans  la  même 
parenthèse  un  même  couple  des  indices  i,  2,  3,  4,  5,  6,  sont  liés  par 
une  identité  linéaire.  Nous  avons  quinze  identités  pareilles  correspon- 
dant aux  quinze  droites  D.  L'identité  qui  correspond  à  la  droite  D„  est 

{ijk).(lmn)  -  {ijl).{knm)  +  {ijm).(kln)  -  {ijn).(k/m)  =  o. 

Ces  quinze  identités  comme  les  droites  D  (n°  1)  se  rangent  en  six 
pentadcs  i,  2,  3,  4,  5,  G.  Les  cinq  identités  de  chaque  pentade  sont 
indépendantes  entre  elles  et  de  celles-ci  l'on  peut  obtenir  toutes  les 
autres ('). 


(  '  )  D'une  manière  analogue,  en  prenant,  dans  l'espace  à  «dimensions,  2,1  points 
Journ.  de  Math.  (5=  série),  tome  VIII.  -  l'^asc.  II,  i;io2.  IP 
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11.  Si  nous  ajoutons  qualrc  à  quatre  les  idenlilés  do  cliacune  des 
six  pentades,  en  ayant  égard,  dans  la  somme,  à  ridenlité  qui  reste 
de  la  penlade  considoréc,  nous  formerons  un  nouveau  groupe  de 
quinze  idenlilés  correspondant  aussi  aux  quinze  droites  I)  et  conte- 
nant chacun  si\  polynômes.  L'identité  qui  correspond  à  la  droite  H,, 
est 

(  ild) .  (jnin  ) -h  (  inin  ) .  {jkl)  —  (  ikni  )  .  (jlit  ) 

—  {iln).(Jkm)  -\- (i/in).{j/m)  -+-  (il/i>).{  jkn)  =  n, 

et  contient  les  six  polynômes  cpii  ncntrent  pas  dans  lidontité  du 
n"  10  correspondant  à  la  même  droite  D,y,  et  qui  n'ont  pas  les 
indices  i,  J  dans  la  même  parenthèse.  Otle  identité  s'obtient  en  ayant 
égard  à  l'identité  du  n"  10  correspondant  à  la  droite  D,y,  soit  dans  la 
somme  des  quatre  identités  de  la  pentade  /  correspondant  aux  droites 
Dm,  D,7,  D„„,  D,„,  soit  dans  la  somme  des  identités  de  la  pentade  / 
correspondant  aux  droites  D^^,  Dji,  Dy„,,  T)j„. 

12.   Si  nous  exprimons  que  les  trente  identités  des  n°*  10  et  11  se 
vérifient  en  un  point  (pielconque  de  la  droite  D,^,  les  imes  de  ces  iden- 


„  .         I   2  /!  (  3  H  —  I  ) .  .  .  (  rt  -+-  I  )         .  ,  ,    , 

i,  1,  S,  ....  2/1,  el  les ^ polynômes  tlii  second  deirre  qui. 

2  1 . 2 ...  «  " 

égalés  à  zéro,  représenlenl  les  divers  couples  des  faces  opposées  an  —  i  dimen- 

2  H  (  a  «  —  I  ) . . .  (  «  -t-  2  )  .  , 

sions  de  la  figure,  nous  aurons,  entre  ces  polynômes, r iden- 

"        '  '     •  I  .  2 .  .  .  (  /j  —  I  ) 

tilés  linéaires  correspondant  au\  diverses  faces  à  n  —  î  dimensions  de  la  figure. 

Ces  identités  sont  de  la  forme 

('f  ••'n-l',.).('«-HI-  •  •   I,,,)  —  (/,.../„-, '„+,).(  («'„^î.--'2«) 

-H  (_,)'.-i(,-,.  .  .  |'„_, /,„_,).(/„ /„^,.  .  .  /î„-l'î,,) 
-+-  (— ')"  ('l  •  •  •  in-l'ln)-(ini„+l   ■  ■  ■  /.„-,)  =0, 

(/',»',  .../'„):=  O  étant  l'équation  sous  forme  de  flélerininant   (n"!))de  la  face  à 
n  —  I  dimensions  déterminée  par  les  n  sommets  de  la  figure  /,,  /,,  /,,  .  .  .,  i„,  et 

/, ,  I, i„_,  étant  les  n  —  i  sommets  de  la  figure  qui  déterminent  la  face  n 

n  —  2  dimensions  correspondant  à  cette  identité. 


SUR  l'hexacorypiie   complet.  1^5 

tilés  se  cUHriiisent  et  les  autres  donnent  l'identité 

(  'y/'O  •  (  y'"'"  )  -  (  '>■/''"  )  •  (  •]'"  )  +  (  'j'^"  )  •  ('y /"O  =  o. 

(ijkl)  étant  la  valeur  ([ue  prend  le  polynôme  (yA/)  (n"  9)  au  point  /. 
Celle  idéalité,  multipliée  par  (klnm),  devient 

A„. ,,,,„,„  -+-  A,^,„„,„  -+-  A„  ,„^,,„=  A|j  +  A,,,  ■+-  A,,^  =  o, 

A,y,/,.„,„ss  A|.|  étant  égal  au  produit  (ij/d)  {klmn)  {nmij). 
(_)n  déduit  de  celte  identité  que 

^'*IK  ■'^JK  =    '^l\  -'^Jl.  =   ^'^IM  A  |„ A, -y  Aj|. 

Nous  représenterons  ces  différences  égales  par  le  symbole  IJ,,  =  —  lîj,. 

15.  Il  est  aisé  de  voir  que,  étant  donnés  fjuatre  de  dix  polvnomes 
(i23).(4j(>),  (124). (3jG),  ...  indépendants  entre  eux,  tous  les  antres 
se  délerminenl  el  jîcuvent  être  exprimés  linéairement  au  moven  de 
polynômes  donnés.  On  conclut  de  là  que  ces  dix  polynômes  pris  cincf 
à  cinq  se  lient  par  deux  cent  cinquante-deux  identités  linéaires  et  que 
six  seulement  de  ces  identités  sont  indépendantes  entre  elles. 

Parmi  ces  deux  cent  cinquante-deux  identités,  les  i5.G  =  9o,  dont 
chacune  contient  quatre  polynômes  ayant  dans  la  même  parenthèse  un 
même  couple  des  indices  i,  2,  3,  4,  5,  6,  et  un  quelconque  des  six 
autres  polynômes,  se  confondent  évidemment,  prises  six  à  six,  avec 
les  quinze  identités  déjà  trouvées  du  n°  10,  parmi  lesquelles  nous 
avons  vu  que  cinq  seulement  sont  indépendantes  entre  elles. 

Les  autres  202  —  ()o  =  162  identités  peuvent  être  trouvées  comme 
il  suit  : 

Considérons  une  quelconque   des  ^^^^  =180  surfaces  du  second 

degré  dont  chacune  passe  parles  six  sommets  de  riiexacoryphe  et  par 
trois  de  ses  arêtes  D  consécutives  qui  ne  forment  pas  un  triangle  : 
par  exemple  par  les  arêtes  D^„  D,^,  D^,.  Cette  surface  appartient  évi- 
demment au  faisceau 

(tkii).(j/m)  -+-  l(ikni).( Jfn)  =  o. 
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Si,  clans  cette  cqualion,  nous  déterminons  li-  iiaramèlie  A  de  ma- 
nière que  l'équation  se  vérifie  en  un  point  ((uelcniKjiic  de  la  droite  D,^, 
nous  aurons  l'équation  de  la  surface  considérée 

A„.  *„,,„,.(  ?■/./"  ).(./"/// )  +  \„„„,„,(ikn).(J//»)  =  .). 

Mais  l'équation  de  cette  même  surface,  puisciu'clle  contient  la 
droite  D,y,  peut  aussi  se  former  au  moyen  de  trois  quelconques  des 
quatre  polynômes 

(//■/,•  V  (///?// \      (Ijl)Ahnui),      (i/nn.il'/'i),      {ij/i).(IJm') 

qui  s'annulent  en  un  point  (pielconque  de  la  droite  I),,  cl  qui,  n'étant 
pas  indépendants  entre  eux,  se  lient  par  l'identité  du  u"  10,  corres- 
pondant à  la  droite  D,;. 

Si  donc,  au  moyen  de  ces  quatre  polynômes  pris  trois  à  trois,  nous 
formons  les  ijuatre  équations  équivalentes  de  la  surface  considérée  et 
si  nous  identifions  ces  équations  avec  l'écpuition  déjà  trouvée  de  cette 
même  surface,  nous  aurons  les  quatre  suivantes  des  cent  soixante-deux 
identités  cherchées  : 

A,„,,„,,v.(/''y)-('"«0  +  A,,,„,,„,.('>7  ).(/.v///0  +  A,,,„,„„.(y///?  ).(/«/.) 

+  A,,  „,„,,,(//«/.■)•(>'"■)+  ^"./.*«,./.('"/'')-('"7)=  "' 

'^'^  1  A,„, ,^(A'y).(«w/)+  A,,.,„,,,„.('>7).(A-/««)+  A,,,,„,„,.(y/«).(m/A) 

■+-  A„,„„,,x,,(/«/0-(y»"')  +  A„,,„„,,^  («A/).(///7)==  o. 
l^u.( '>■/'■)(/'"")  +  A,,,,„,„„.('y»0-(A7'0  -^  A,,,,„,,„,.((/"n).(A-m/) 

-+-  A^,x„,„„.('Av»).O0  +  A,y,,„,,,„.(/A7/).(y/»/)  =  o, 

'  +  A,,,„„,„,.(y//0.('>»A)  -h  A^i,,„,„„.{j/"t).(inh)  =  o. 

ou  (n"  12) 

Hij=  -  lîji^±  ll„,,,,„,„=  A,,;,„,,,„-  A,„,  ,,,,„=  A,,,.,,,;,,,-  A„,,„.,„, 
=  A,,  »„  ,„, —  A,„  ,„,j,  ^  A,„,,,„ji,      A,,  «„,,„. 

Ces  identités,  prises  deux  à  deux,  donnent  l'identité 
(ijh).(lmn)  —  {ljl).{kniri}  -4-  {ijni)\kln  )  —  {ijn).{kh)i)  —  o 
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(lu  11°  10  qui  correspond  à  la  droite  D,y.  On  voit  donc  que  cinq  iden- 
tités du  n"  10  indépendantes  entre  elles  et  une  quelconque  des  iden- 
tités du  présent  numéro  forment  un  groupe  de  six  identités  indépen- 
dantes entre  elles,  desquelles  se  produisent  toutes  les  autres  identités. 
On  peut  aussi  de  plusieurs  manières,  parmi  les  cent  soixante-deux 
nouvelles  identités,  choisir  six  identités  indépendantes  entre  elles,  une 
fois  que  les  identités  du  n"  10  ne  sont  qu'une  conséquence  de  celles-ci. 

14.  Ces  cent  soixante-deux  nouvelles  identités  se  rangent  en  deux 
groupes  dont  l'un  contient  soixante-douze  et  l'autre  quatre-vingt-dix 
identités. 

r  II.  2.  3. 4.  5,,  .,  .,, 

L,es  -  ^ 0  =  ■72  identités  du  premier  groupe  contiennenl 

chacune  cinq  polynômes  qui,  pris  trois  à  trois  de  cinq  manières  diffé- 
rentes, s'annulent  en  un  point  quelconque  d'une  des  cinq  arêtes  consé- 
cutives D  de  l'hexacoryphe,  formant  un  pentagone  gauche  fermé.  Les 
deux  premières  identités  (i)  des  quatre  identités  que  nous  avons  écrites 
appartiennent  à  ce  groupe  et,  pour  celles-ci,  les  arêtes  consécutives  de 
l'hexacoryphe  sont,  pour  la  première,  D^.,-,  D,y,  Dy^,  D/„„  D,„,,,  et,  pour 
la  seconde,  D^,-,  D,y,  D^,,  D,„,  D,,,. 

Dans  chacune  de  ces  soixante-douze  identités,  hien  simples,  on  peut 
prendre,  de  cinq  manières  différentes,  une  somme  de  deux  termes  dont 
les  coefficients  A  ont  un  couple  d'indices  commun.  Ces  cinq  sommes 
égalées  à  zéro  représentent  les  cinq  surfaces  du  second  degré  qui  pas- 
sent chacune  par  les  six  sommets  de  l'hexacoryphe  et  par  trois  côtés 
consécutifs  du  pentagone  correspondant  à  l'identité  considérée. 

Cela  considéré,  la  détermination  géométrique  des  surfaces  repré- 
sentées par  les  autres  sommes  des  termes  de  la  môme  identité,  pris 
deux  à  deux,  est  une  conséquence  immédiate  de  l'existence  de  cette 
identité  ('). 

Maintenant  les  autres  1 5  .  6  =  90  identités  du  second  groupe  con- 
tiennent chacune  cinq  polynômes  dont  les  quatre  n'entrent  pas  dans 
les  trois  équations  équivalentes  (n"  9)  d'une  des  cjuinze  surfaces  S,  et 


(')  Si,  dans  une  quelconque  de  ces  soixante-douze  identités,  nous  remplaçons 
les  indices  i,  2,  3,  4,  5,  6  par  les  indices  I,  II,  III,  IV,  V,  VI,  en  ayant  égard  aux 
correspondances  des  n"^  1  elk,  exceptions  faites  des  signes,  elle  prendra  la  forme 
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le  cinquiôiiic  csl  un  (juolcon(|iic  des  six  autres  polvnonies.  Les  deu\ 
dernières  identités  (2),  des  quatre  identités  que  nous  avons  écrites, 
appartienncnl  à  ce  i^froupe  et  conlienncnt.  toutes  li's  deux,  les  ([Uiitio 
polvnonies  : 

(ij/ii).(k/n),      (ij/t).(/d/n),      {i/i/ii).{j//i),     {i/ai).(  j'/iii), 

(|ui  n'ont  dans  la  nièiuc  parenthèse  aucun  des  trois  cou]dos  des  in- 
dices (/,  /),  i^j,  k ),  (ni,  n)  et,  par  conséquent,  n'entrent  [)as  dans  les 
trois  équations  équivalentes  de  la  surface  '^,,.h.„,h=='^ii- 

Dans  chacune  de  ces  quatre-vingt-dix  identités,  on  peut  prendre,  de 
rjuatre  manières  dill'érentes,  une  somme  de  deu\  termes  dont  les  coef- 
licients  A  ont  un  couple  d'indices  commun.  S'il  s'aj^it  «le  lidenlité 
qui  lie  le  polynôme  (ikl).{jfnn)  et  les  quatre  polynômes  qui  n'entrent 
pas  dans  les  équations  delà  surface  Sj^,,  „,„,  ces  quatre  sommets,  égalés 
à  zéro,  représentent  les  quatre  surfaces  du  second  degré  qui  passent 
par  les  six  sommets  de  Ihexacoryphe  et  chacune  par  un  des  quatre 
lri|)les  sui\ants  darètes  cons(''culives  de  Ihexacoryphe 

(D,,-.D,,,D,/),     (U,,,D,„D,,),     (I),„,,LV„D„,-),     (L)„,,  D,,,,,  H,,,,). 

Cela  considéré,  la  détermination  géométri([ue  des  surfaces  repré- 
sentées par  les  autres  sommes  des  termes  de  la  même  identité,  pris 
deux  à  deux,  est  une  conséquence  de  celte  même  identité  ('). 

aussi  simple  : 

^IK     IJI,       IMN    ^  -^Jl      JKI        >IIN    +  '^KM.   KI-»IhIJ>Ii-+-  '^I.IJl.MIi.' JK>-,  +  '^MJ     MIJi.iKI.Nl  ^  O 

1111,  si  l'on  cliange  Tordre  des  termes, 

^IK.  IJK,,   IMN  .  +  '-^KM.   KI.Ml.ilJNi  +  Aj|j  ,  j|IJ>     KI..N  i  +  -^Jl.     Jkl.       >ll>,  "*"  -^l  I  i  I.MI 'l  JKN  ,  =  O. 

On  parvient  ainsi  à  des  corres])oiidances  entre  les  arrangements  des  six  in- 
dices I,  2,  3,  4)  5,  6,  cinq  à  cinq,  et  les  arrangements  pareils  des  six  indices  I, 

II,  m,  IV,  V,  M. 

(')  Si,  comme  pour  les  antres  identités,  nous  remplaçons  dans  une  quelconque 
<le  ces  quatre-\ingt-di\  identités,  les  indices  1,  2,  3,  '1,  5,  6  par  les  indices  1,  II. 

III,  I\  ,  \  ,  VI,  elle  prendra  la  forme 

1>IP     Ihr        JM\,-+-    ^JK.ilJk,.   I.ll>,  ■+-    ^JL.  IJI.  ..KJIN     ■+■  A|M     IJM       M,>     H"  A|>.,|j>i,     KI.M,  =0, 

i|ui  e^l  plus  simple  i|ue  l'antre. 
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15.  Si  Ton  considère  ré(|ualion 

7..(ijni).( khi)  -+-  u..(ijn).{ldiii)  =  o, 

où  A:  a  esl  un  paramètre  et  (/jm).(kln),  ( ij/t).(kh}i),  deux  quel- 
conques des  dix  polynômes  (i  23). (450),  (i  24).(35()  ),  ...  ;  elle  re- 
présente évidemment  un  faisceau  de  surfaces  du  second  degré  dont 
la  biquadratique  commune  se  forme  d'un  couple  de  droites  D  n'ayant 
aucun  indice  en  commun  Cle  couple  D,y,  T)/,,)  et  du  couple  corres- 
pondant (n"  £>)  de  droites  G(le  couple  G,„,,y ,,/,,  Cî„,,^  ,,^,). 

Il  y  a  en  tout  — —  =  /p  tels  faisceaux  correspondant  aux  (juaranlc- 

cinq  couples  de  droites  D  qui  n'ont  aucun  indice  en  commun. 

Il  est  facile  de  voir  ([ue  trois  de  ces  faisceaux,  dont  les  équations 
contiennent  six  polynômes  différents  entre  eux,  sont  homographiques 
entre  eux.  Dans  ces  homographies,  à  chaque  surface  d'un  des  fais- 
ceaux correspondent  des  surfaces  de  deux  autres  faisceaux  cjui  la 
coupent  suivant  la  même  biquadratique. 

En  effet,  toutes  les  surfaces  des  trois  faisceaux  passent  par  les  six 
sommets  de  l'hexacoryphe  et  n'ont  aucun  autre  point  commun,  puisque, 
autrement,  les  six  polynômes  qui  entrent  dans  les  équations  de  ces 
trois  faisceaux  ajipartiendraient  au  même  réseau  de  surfaces  du  second 
degré,  ce  qui  est  contraire  à  ce  que  nous  avons  dit  au  n°  15. 

Cela  posé,  il  est  évident  que  les  surfaces  des  deux  autres  faisceaux 
qui  coupent  suivant  la  même  biquadraticjue  une  surface  arbitraire  du 
premier  faisceau  passent  chacune  par  les  deux  points,  différents 
des  sommets  de  l'hexacoryphe,  suivant  lesquels  les  deux  droites  (1 
communes  aux  surfaces  de  l'autre  faisceau  coupent  la  surface  arbi- 
traire du  premier  faisceau. 

16.  On  parvient  aux  mêmes  résultats  si  l'on  considère  que  les  six 
polynômes,  différents  entre  eux,  qui  entrent  dans  les  équations  des 
trois  faisceaux  se  lient  toujours  par  deux  identités  indépendantes 
entre  elles  (n°  13).  Si  donc  nous  représentons  par  x,,  x^,  rj,  x,,  x^,  x,., 
ces  six  polynômes  et  si  nous  supposons  fjue 

a^Xf-h  a.iX.,  -\-  «3X3  +  a.,x,  -H  r/-  .fj  -+-  a^x^  =  o, 

b,  X,  -h  b.,x.y  -t-  b.;^x.^  -+-  b,,X;  +  b-  x-^  -1-  b^x^  =  o 
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sont  les  deux  idontitôs  qui  lient  ces  six  polynômes,  nous  aurons  1  iden- 
tité plus  g:énérale 

a(«,  X,  -1-  rtja-j  -+-  a.,,Xi  -+■  a^.i.\,  -h  «i^i  -f-  Oc  J^"o) 
+  \j.{b,  .r,  +  b.,.!-^  ■+-  h,. t.,  -+-  l),.i\,  ■+-  h,'':.  +  f'o-fo)  =  '^ 

où  le  paranièlie  A:  a  peut  prendre  toute  valeur  arbitraire. 
Si  niainlenant  nous  écrivons  cette  identité  sous  la  forme 

Ç/ut,  +  |j./',).r,  H-  (Aa.+  ah.,)x.-\-  (a«,-+-  ,u-/';i)'*:i 
-+-  (A«,+  [j./;,)./;,-f-(ArA,H-  a/;,)Xj -f- (Xrt,.  +  a//„  )./,-„  =  o, 

el  si  nous  séparons  de  l'une  quelconcpie  des  (juinze  manières  possibles 
en  trois  couples  les  six  termes  de  son  premier  membre,  nous  aurons 
trois  polynômes  du  second  degré  qui,  é|^^^lés  à  zéro,  par  exempte 

,   (la,  -h  [>./>,)■'■,  +  (Ar/,+  !J.b.,).rn  =  o, 

(i)  ^   (A«3  4-[j.^3)x3+(Ar/,+  a/y,),c,  =  o, 

(  (Aa5+  \i-l>^^).i\-^(lft^-h  u./>a)x\=  o, 

représentent  trois  faisceaux  de  surfaces  du  second  degré  lioniogra- 
phiqucs  selon  la  manière  exposée,  c'est-à-dire  que  pour  cbaijue  valeur 
du  paramètre  A:  ix  ces  trois  équations  représentent  trois  surfaces  du 
second  degré  passant  par  la  même  biquadratique. 

Puisqu'il  y  a  deux  cent  dix  combinaisons  des  dix  poi\  nomes 
(i!>.3)(4;iG),  (i24)(35G),  .  .  .,  six  à  six  et  (pie  quinze  triples  de  fais- 
ceaux homograpbiqucs  se  produisent  de  cliacune  de  ces  combinaisons, 
il  s'ensuit  que  les  quarante-cinq  faisceaux  de  surfaces  du  second  degré 
qui  (  <>i  rcspondent  aux  quarante-cinq  couples  de  droites  D  n'ayant 
aiiciiii  indice  en  commun,  se  rangent  de  2io.i5  — 3i5o  manières 
dill'érentes  en  triples  bomograpliiipies. 

A  cliacun  de  ces  trois  mille  cent  ciinpiaiile  It  iplrs  di;  faisceaux  bo- 
uingra|)lii(pies  coriespond  une  suifacc  du  <|ualiième  degré  qui  est  le 
lieu  décrit  par  la  bi(piadrali(pie,  par  cbaipif  position  de  laipiellc 
passent  trois  surfaces  appartenant  respeclivemcnl  aux  trois  faisceaux 
biim(>gra[)lii(pies  ((ui  forment  le  triple  correspoiulanl. 


SUR  l'hexacoryphe  complet.  i5i 

L'équation  qui  représente  cette  surface  est  une  quelconque  des  trois 
équations  équivalentes  que  Ton  trouve  en  éliminant  le  paramètre  1  :  a 
entre  deux  quelconques  des  équations  (i)  qui  représentent  les  trois 
faisceaux  homograpliiques  formant  le  triple  correspondant. 

Toutes  ces  trois  mille  cent  cinquante  surfaces  du  quatrième  degré 
ont  pour  points  doubles  les  six  sommets  de  l'hexacoryphe  et  chacune 
d'elles  passe  par  les  trois  biquadratiques  dont  chacune  est  commune 
aux  surfaces  d'un  des  trois  faisceaux  homographiqucs  du  triple  corres- 
pondant, c'est-à-dire  chacune  de  ces  surfaces  passe  par  trois  couples 
de  droites  D  n'ayant  pas  d'indice  commun  et  par  les  trois  couples  cor- 
respondants de  droites  G  ('). 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  l'étude  de  ces  trois  mille  cent  cin- 
quante surfaces  du  quatrième  degré  et  des  triples  correspondants  de 
faisceaux  homographiqucs  de  surfaces  du  second  degré.  De  même, 
nous  ne  formerons  pas  une  étude  géométrique  des  cent  soixante-deux 
identités  du  n"  15  de  laquelle  se  déduisent  plusieurs  propriétés  des 
surfaces  du  second  degré  représentées  par  les  sommes  des  termes  de 
ces  identités  pris  deux  à  deux. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  nous  bornerons  seulement  à  l'étude  des  iden- 
tités des  n°*  10  et  11  qui  entrainenl  aussi  toutes  les  propriétés,  énon- 
cées jusqu'à  maintenant,  des  surfaces  S-  et  I-  (n"*'  5,  7  et  8). 


m. 


17.  Les  quarante-cinq  surfaces  S"  (n°  7)  prises  trois  à  trois,  quand 
elles  sont  représentées  par  des  symboles  de  la  forme 

v2    v2  v2    — v-  y-     —  v- 


(»)  Quelques-unes  de  ces  surfaces  dégénèrent  et  deviennent  soit  deux  des 
quinze  surfaces  S,  soit  une  de  ces  surfaces  et  une  des  cent  quatre-vingts  sur- 
faces (n°  13)  du  second  degré  qui  passent  par  les  six  sommets  de  l'hexaco- 
ryphe et  par  trois  de  ces  arêtes  consécutives  ne  formant  pas  un  triangle.  Dans 
ces  cas,  l'un  des  trois  faisceaux  honiographiques  du  triple  correspondant  devient 
une  surface  déterminée  et  les  surfaces  correspondantes  des  deux  autres  faisceaux 
homographiqucs  se  coupent  toujours  sur  cette  surface  déterminée  ou  se  confon- 
dent en  une  seule  surface. 

Journ.  de  Math.  (5'  série),  tome  VIII.  —  Fasc.  II,  i9')2.  20 
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passent  par  une  mènic  l)i<|uadratique.  Nous  avons  quinze  pareilles 
biquadra tiques  correspondant  aux  quinze  droites  D.  Nous  les  repré- 
sentons ]>ar  des  symboles  de  la  forme  T(,;,</^:;T,jkimn,  D„,„;=^;D|,  hi  mn 
étant  la  droite  correspondante. 

Cette  propriété  des  surfaces  X'  est  une  conséquence  de  rexistoncc 
des  identités  du  n"  11,  puisque  les  trois  polynômes  cpii  représentent 
trois  pareilles  surfaces  entrent  toujours  dans  une  même  de  ces  iden- 
tités. 

Il  faut  remarcpier  que  la  cubique  C,,j,,  (n"  6)  rencontre,  en  deux 
points  dillérenls  des  sommets  de  riiexacoryphe.  cliacune  des  deux  bi- 
quadratiques  T,;,,,,,),  T,^7„„, .  De  même,  la  birpiadratiquc  T^iju)  ren- 
contre en  deux  points  dill'érents  des  sommets  de  l'hexacoryplie  clia- 
cune des  six  cubiques 

C,y.„„,,         ^ik.miU        ^il.mn}         ^jli.mrn        ^jl.iiinl        ^kt.mn- 

18.  Les  quarante-cinq  surfaces  i'-  prises  trois  à  trois,  (juand  elles 
sont  représentées  par  des  symboles  de  la  forme 

^ii.U- — -^IJ.KI.»         ^ii.km — KM.IN>        -'//.«/i ■— I.N.JM' 

passent  par  une  même  ligne  du  quatrième  degré  composée  de  la 
droite  D,y  et  d'une  cubique  que  nous  représentons  par  le  sym- 
l)ole  /(,7)A.  Nous  avons  soixante  cubicpies  pareilles. 

Plus  généralement,  on  peut  remarquer  que,  si  Ion  considère  les  six 
faisceaux  du  second  degré  (jui  (n''  liî)  correspondent  aux  six  couples 
de  droites  D  qui  contiennent  une  même  droite  D,^,  il  existe  une  double 
infinité  de  cubiques  par  cbacune  desquelles  passent  six  surfaces  appar- 
tenant respectivement  à  ces  six  faisceaux.  Les  équations  de  six  pareilles 
surfaces  sont  de  la  forme 

(ijk).{lmn)  _  —(ijl).(kmn)  _  (ijn).(kln)  _  —  (ijn).(klm\ 
A|  /.j  Aj  Aj 

OÙ  il  faut  avoir 

A,  -r-  K..  4-  A3  +  X,  =  o. 
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Celle  propriété  n'est  qu'une  conséquence  immédiate  de  l'identité  du 
n°  10: 

(ijk).(l/)>n)  —  (ijl  )  .(/imn)  +  (ijm)  .(kln)  —  (ijn).(/ilm)  =  o. 

19.  a.  Les  quarante-cinq  surfaces  S-  se  rangent  en  dix  groupes 
(iyA). (//««) ^(IJK).(LMN)  (n°4).  Le  gToupe(?y^-)  (Imn)  contient 
les  neuf  surfaces  dont  chacune  passe  par  deux  des  six  droites  D  situées 
sur  les  faces  F,-,;^  et  F/,„„  de  l'hexacoryphe;  c'est-à-dire  les  deux  couples 
des  indices  de  chacune  de  ces  neuf  surfaces  sont  contenus  chacun  dans 
une  des  parenthèses  de  l'indice  du  groupe. 

l/.  Les  quarante-cinq  cuhiques  C  se  rangent  aussi  en  dix  groupes 
ayant  les  mêmes  indices.  Le  groupe  (ijk)  (/m«)^(IJK)  (LMiN)  con- 
tient les  neuf  cubiques  suivant  lesquelles,  prises  deux  à  deux,  se 
coupent  les  six  surfaces  S-  qui  n'ont  pour  directrice  aucune  des  six 
droites  D  situées  sur  les  deux  faces  F,-^;;.,  F/,„„  de  Thexacoryphe.  Ces 
six  surfaces  se  coupent  d'autre  part,  prises  trois  à  trois,  suivant  les 
deux  biquadraliques  C|,,^, „,„„,=  Q.jkulmn,  (n°  4). 

Donc,  toutes  les  neuf  cubiques  du  groupe  (ijk)  (Imn)  sont  rencon- 
trées chacune  en  deux  points  différents  des  sommets  de  l'hexacoryphe, 
par  chacune  des  deux  biquadraliques  C  qui  forment  le  couple  avant  le 
même  indice  que  le  groupe  considéré. 

20.  Les  neuf  surfaces  2-  de  chaque  groupe,  prises  quatre  à  quatre, 
de  neuf  manières  différentes  correspondant  aux  neuf  surfaces  de  ce 
groupe,  passent  par  deux  points  y  différents  des  sommets  de  l'hexaco- 
r}"phe.  Ainsi,  si  nous  considérons  la  surface  ^f,„„„  dans  le  groupe 
(ijk)  (Imn),  nous  aurons  comme  correspondantes  à  cette  surface  les 
quatre  surfaces 

/,\  y2  v2  V2  va 

\'^  ^(/,/mî  ^(/,//i)         ^/«;;,/i>         •^mri,/;) 

lesquelles,  seules,  parmi  les  surfaces  du  groupe  considéré,  rencontrent 
la  surface  2^  ,„„  suivant  une  de  ces  directrices  D,y,  D,„„. 

La  vérité  de  cette  propriété  devient  évidente  si  l'on  considère  que 
les  équations  de  quatre  telles  sui'faces  sont  de  la  forme 

x,-i-y  =  o,         x.^  +  y  =  o,         x^-y  =  o,         x\~y  =  Q, 
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OÙ 

.r,  +  x"2  -H  Xj  -h  x^  =  o 

est  une  des  identités  du  n"  10. 

Par  les  deux  points  y  où  se  rcncoulront  les  (jiiatrc  surfaces  (i) 
passent  aussi  (n°  18)  les  deux  surfaces 

(2)  ^,u     et     ZL.u 

(  les  é(|uatioiis  de  ces  deux  surfaces  sont  ./■,  —  j:.,  =  o  et  x,  —  x^  =  o). 
l. 'intersection  de  ces  deux  surfaces  cpii  est  la  cubique  C,j  ,„„  avec  la 
droite  D/n  passe  aussi  par  les  mêmes  deux  points  /". 

Puisque  chaque  surface  S-  appartient  à  deux  groupes,  si  nous  con- 
sidérons aussi  dans  le  groupe  {  ijl  )(/irnn)  la  surface  Lf,  ,„„  considérée 
dans  le  groupe  ( ijli)( Imri),  nous  aurons  (pialrc  nouvelles  surfaces 

y2  V^  V-  V2 

^,,.l<m1         '-i/.l.iil         ^m«.i/1         —mn.jll 

et  de  nouveau  les  deux  surfaces  (a)  passaul  jiar  un  autre  couple  de 
points/ situés  aussi  sur  la  cubique  (>,7.,„„  ayant  le  niéuio  indice  avec 
la  surface  considérée  I,")  „,„. 

La  totalité  des  points /est  évidemment  quatre-vingt-dix  couples. 

Les  couples  des  points  /  peuvent  aussi  être  considérés  comme  les 
intersections  des  cubiques  /  (n°  15),  lesquelles,  d'après  ce  qui  a  été 
exposé,  se  coupent  suivant  deux  points/quand  elles  sont  représentées 
])ar  des  syndioles  t^ij.,„  lf,„„j  n'ayant  aucun  indice  commun.  Les  neuf 
couples  des  points  /  suivant  lesquels  les  trois  cubiques  /„y,;t,  t^J^^/, 
f/^fij  rencontrent  les  trois  cubiques  /„,„,„,  /,„„„,  t „,-,„„  sont  les  corres- 
pondantes aux  neuf  surfaces  du  groupe  (ijk){h»ii)  considérées  dans 
ce  groupe. 

21.  Les  neuf  cubiques  d'un  groupe  (;y/i)(//////)  =  (I.lk  )(LMN\ 
prises  trois  à  trois,  de  six  manières  diirérentes,  se  coupent  suivant  deux 
points  a  dilTérenls  des  sommets  de  riiexacoryplu'.  (;iia(pie  lri|)le  se 
compose  de  trois  cubi(pies  de  la  forme 
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Un  examen  simple  des  indices  de  ces  trois  cubiques  nous  apprend 
(jue  les  six  couples  de  points  q  dérivés  du  groupe 

(ij/i)(lnui)  E=-  (IJIv)  (LMN) 

sont  les  couples  des  points  différents  des  sommets  de  l'hexacoryplie 
suivant  lesquels  chacune  des  deux  biquadratiques  du  couple 

^liyA)(/m,i}==  ^IJK  II.MN  I         (,  n"  3) 

rencontre  chacune  des  trois  surfaces  S^  qui  passent  par  l'autre  biqua- 
dratique  de  ce  couple.  Ainsi,  les  six  couples  de  points  q  dérivés  du 
groupe  (ijk)(lmn)  se  trouvent  (rois  à  trois  sur  les  deux  biquadra- 
tiques du  couple  C„yx,,/„,„,  et  deux  à  deux  sur  les  neuf  cubiques  C  de  ce 
groupe. 

Puisque  chaque  cubique  C,;,;;,,  appartient  à  deux  groupes  (ij'in)  {k/n), 
(ijn)(klm),  il  s'ensuit  que  quatre  couples  des  points  q  se  trouvent  sur 
chaque  cubique  C  et  que  la  totalité  de  ces  points  est  soixante  couples. 

Il  est  évident  que  par  chaque  couple  de  points  q  passent  six  sur- 
faces Z-  et  quatre  surfaces  S'. 

22.   De  même,  les  neuf  surfaces  Z'-  de  chaque  groupe 
(ijk)  (lmn)  =  (IJK)  (LMN), 

prises  trois  à  trois,  de  six  manières  différentes,  quand  elles  sont  repré- 
sentées par  des  symboles  de  la  forme 


-— IJ,[.M5  — //.. 


ont  la  propriété  de  se  couper,  prises  deux  à  deux,  suivant  trois  biqua- 
dratiques par  chacune  desquelles  passe  une  des  trois  surfaces  S^, ,  S,-„, 
S^,>(  qui  se  coupent  suivant  la  biquadra tique  C,,,;,,.  Nous  avons  soixante 
pareils  triples  de  surfaces  2  et,  par  conséquent,  cent  quatre-vingts 
nouvelles  biquadratiques  par  chacune  desquelles  passent  deux  sur- 
faces I-  et  une  surface  S^.  Chaque  surface  Z^  passe  par  huit  telles  bi- 
quadratiques et  chaque  surface  S-  par  douze. 
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23.  Si  Ion  prend  les  dix-liuit  surfaces  Z'  qui  passent  (n"  7)  deux  à 
deux  par  les  neuf  cubiques  C  du  ijroupe 

(i23)(456):^(IIVV)(lIIIIVI), 

])ar  exemple,  elles  dilTèrciU  toutes  entre  elles  et  peuvent  être  posées 
romnic  les  éléments  de  deux  déterminants 


V2      — y2  v2      =y2  y2      -=y2 

"'U,34=^1VVI.  MIVJ  ■— 1!,35 •  ■"IIII.IIIV»  ^H,36 ^11  V.  1  VI 

y2        ...-y-a  y2        ^:^y2  V2        — V2 

^U,  !V=^IIIV.  Ill>  ^ja.îS ^^IIIV.  VVIl  ^13.  Î6 — ■-'ivi.iiiiv 

ys       __y2  y2       _-y2  y2       -^-  y2 

^l«.2i ^lll.lVVn  *-l.-,,S3 *^VVI.III1)  ^16,  J3-    -  ^IIIIV.  IIV 

y2 y2  yj        =  y2  V2        -_    V2 

^»V.  56=^  ^V  VI,  III IV?  •-'2>,36 ^1111.  IIV»  •^H,56 ■^11 IV,  I  VI 

S  2  y2  VI  V2  y2  V2 

35,  tC^^lIllV,  IIP  — i.%.  VC -^IIV,  IVVl)  ^IS,  46 ^IVI.  HIV 

22 y2  V.;         --V-'  yJ         -  ^  V2 

36,  4  5=^  ■^111,  V  VI  -^20,,  43— —IVVI,!  Ul!  "U.V» •^111  V.  Il  IV 


Alors,  on  voit  aisément  f|ue  ces  di\-liiiil  sui-faees,  ipii  se  eou[)cnt 
deux  à  deux  suivant  les  neuf  ciil/Kiues  du  j,;roupe 

(i:i3)(.^5G)  =  (IIVV)(IIIIIVI), 

f[uand  elles  ont  la  même  place  dans  les  deux  déterminants  et  qui 
passent  toutes  par  les  six  sommets  de  l'hexacorvplie  : 

a'.  Prises  trois  à  trois  de  six  manières  dilTérentes,  passent  par  six 
rubi(jues  /  (n"  18)  ((juand  elles  se  trouvent  dans  la  même  lii;ue  hori- 
zontale (pic  l'un  des  deux  déterminants); 

C'.  Prises  trois  à  trois,  de  six  manières  dilTérentes,  passent  par  six 
l)iquadratiquesT(n"  17)  ((piand  elles  se  trouvent  dans  la  même  ligne 
verticale  de  l'un  des  deux  déterminants); 

y'.  Piises  six  à  six,  de  neuf  manières  différentes,  passent  par  les 
ni'uf  c()U|iles  de  points  /  (n"  20)  qui  correspondent  aux  neuf  sur- 
faces 2^-  du  ^^roupe  (i23)(  P)("))e^:  (  I  I\  \  )(!!  III  \  I),  considérées  dans 
re  groupe  (quand  elles  se  trouvent  dans  une  ligne  horizoulale  de  cha- 
fun  des  deux  déterminanis)  ; 

^'.   Prises  six  à  six,  de  six  manières  diflérentes,  |)asseut  par  les  six 
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couples  de  points  q  (n°  21)  dérivés  du  groupe 

(i 23)  (45G)  =  (I IV  V)  (II III VI) 
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(quand  elles  se  trouvent  dans  les  termes  de  même  rang  des  deux  déter- 
minants ordonnés,  l'un  suivant  la  première  ligne  horizontale  et  le  se- 
cond suivant  la  première  ligne  vcrlicalc); 

t.  Prises  cinq  à  cinq,  de  dix-huit  manières  différentes,  passent  par 
les  dix-huit  couples  des  points  où  se  rencontrent  les  cubiques  t  et  les 
biquadratiques  T  considérées  plus  haut  (quand  elles  se  trouvent  dans 
une  ligne  horizontale  et  une  ligne  verticale  de  l'un  des  deux  déter- 
minants). 

IV. 

24.  Il  y  a  quinze  surfaces  S-'  du  sixième  degré  ayant  pour  points 
triples  les  six  sommets  de  l'hexacoryphe.  Ces  surfaces  passent  toutes 
par  les  quinze  couples  de  points  P  (n''8)  et  correspondent  aux  quinze 
droites  D,y. 

Nous  représenterons  ces  surfaces  par  des  symboles  de  la  forme 
S/7  ^^S,-,,'kl,j,,,-,  ce  symbole  représentant  la  surface  qui  correspond  à 
la  droite  D,,  =  D,,, KL, „>. 

L'équation  de  la  surface  S,7-'  =  Sf,;'K,.,„:v  est 

(')  x\  + x\  + x\-\- x\  +  x\-\- x\^E^o^ 

dans  laquelle  a-,,  a-,,  a;^,  ,!■,,  x,^,  .r,.,  sont  six  des  dix  polynômes  du  se- 
cond degré  (i23)(456),  (i24)(3;5G),  ...  liés  par  l'identité 

X^-^  X.,  +  X.^  -+-  X^  -H  x.^  -^  x^  =  o, 
qui  est  celle  des  identités  du  n**  11  qui  correspond  à  la  droite 

■^'V^^^-'-^IJ,  KL.  M.N- 

2î).  Sur  chaque  surface  S^'  =  S,7;'kl,mn  sont  situées  les  quinze 
courbes  suivantes  du  quatrième  degré  : 
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a.   Les  huit  hiqnaclratitpios  qui  font  les  quatre  roupies 

r  =^r  r     '      --  r 

'-•(i/lM/mn) MlLMilJKNl)  ^(///)(*»m| ^(IK.N)  I  JIM  ,  ? 

€.  La  biquadratique  T*/„,„=T,j  ^i.  «n  (n"  17); 

Y-  Les  six  droites  D  qui  joignent  deux  à  deux  1rs  quatre  points  /. , 
/,  m,  n  accompagnées  par  les  six  cubi(|ucs  (jui  ont  commun  le  couple 
des  indices /cly,  lesquelles  sont  (n"  17)  toutes  rencontrées  par  la 
biquadratique  T^./,„„,  chacune  suivant  deux  points  dillorcnls  des  som- 
mets de  Ihexacoryphe. 

Six  à  six,  les  quinze  surfaces  S"'  passent  par  le  même  couple  de 
biquadraliques  C  et  six  à  six  par  la  même  droite  D.  Ainsi,  par  le 
couple  de  biquadratiques  C,;^;, ,,,„„,  passent  les- six  surfaces  S,^',  S;«', 
So%  S/,,,'.  S^m  )  S^/%  et  par  la  droite  D,y  les  six  surfaces  SJ,^ ,  Sjî„,%  S<„% 

C2^       C2-3       C2   3 
^liil    1    '^In     )    •Jmn  • 

26.  Les  quinze  courbes  du  quatrième  degré  situées  sur  la  surface 
S^'^SiV.^Ki.MN  représentée  par  l'équalion  (i)  du  n"  24,  prises  trois  à 
trois,  se  trouvent  sur  les  quinze  surfaces  du  second  degré,  ayant  pour 
équations  x,  -h  x.^=^  o,  ./;,  +  ./ •,  =  o,  .  .  .  .  (]es  surfaces,  prises  trois  à 
trois,  quand  elles  sont  n-présentéos  par  dos  équations  n'ayant  aucun 
polynôme  commun,  passent  par  une  même  des  quinze  courbes  du  qua- 
trième degré  et  sont  les  douze  surfaces  S''  qui  ne  passent  pas  par  la 
droite  D,^  es  D,j m  „;y  et  les  trois  surfaces  Z'u„„„  -L  ;„,  -r„,/,«  1»' 
passent  par  la  biquadratique  T,^/,„„  (-). 


(')  En  énutnérant  les  points  d'inlerseclion  d'une  surface  S,'/'  et  de  deux  sur- 
faces S'  passant  respeclivement  par  les  deux  courbes  C,  qui  forment  l'un  des 
quatre  couples  qui  se  irouvenl  sur  la  surface  S,'/',  nous  pouvons  voir  que  les 
deux  courbes  C  du  couple  considéré  ne  se  coupent  qu'aux  six  soniniels  de  l'bexa- 
corvphe.  Si  les  deux  courbes  du  couple  C,,,!,,/,,,,,,  avaient  un  auli-e  point  com- 
mun, de  ce  point  et  sur  un  plan  quelconque  les  deux  triangles  ly'A'  et  l/iin  se- 
raient projetés  six  fois  lioinolo;;ues,  ce  qui  ne  peut  arriver  que  dans  des  cas 
exceptionnels,  ainsi  que  nous  l'établirons  dans  un  prochain  Travail  (voir  n°  8). 

C)  Ces  quinze  surfaces  du  second  degré  .r,  4- u-,=:  o,  jr,+ .rjrr  o,  ...  elles 
quinze   courbes   du    r|ualrième   degré   (x, +  x,=  o,   j"j+j\r=o,   ,rj-4- .rj^=  o) 
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27.  Los  quinze  surfaces  S-',  prises  trois  à  trois,  quand  elles  sont 
représentées  par  des  symboles  de  la  forme 

C2.n^C2.:i  C2-:i__C2.:i  C2.:i C2n 

^il '-'m,  KL,  MN)  '-',/.     ^I.N,  ,IM,IK'  ^l,i     =^  '^KM.  IN,  .![.? 

passent  par  une  même  courbe  du  trente-sixième  degré  L,y^  ayant  pour 
points  du  neuvième  ordre  les  six  sommets  de  l'hexacoryphe  et  passant 
par  tous  les  quinze  couples  des  points  P  (n"  8).  Nous  avons  vingt  pa- 
reilles courbes  qui  se  rangent  en  dix  couples  L„^,,„„,„,=  L„LM,Mim)- 

Les  deux  biquadratiques  C,,yi,,,„,„)^  C,,L„i,jKN)  et  les  trois  droites 
D/„„  D,„„,  D„/  sont  parties  de  la  courbe  L,^^..  Donc  la  courbe  L,^^  cor- 
respond à  la  face  F,y^.  de  l'hexacoryphe  et  le  couple  des  courbes 
L,„^,,/"»n^^^iuij(jKM  correspond  au  couple  des  courbes  du  quatrième 
degré  L,,y;|,,,„„,^  ^,ii,M)(jk.\i- 

28.  Deux  surfaces  S,^ ''  =  8,7;',,,  „^,  S;/' =  S,-j  Vn  ^m  ayant  en  commun 
un  couple  I,  J,  des  indices  I,  II,  ...  et,  par  conséc|uent,  aucun  des 
indices  i,  2,  3,  .  .  .,  en  commun,  se  coupent  suivant  une  courbe  du 
trente-sixième  degré  A,y  ;,,ss  A,;,,  ln  ayant  pour  points  multiples  du 
neuvième  ordre  les  six  sommets  de  l'hexacoryphe  et  passant  par  tous 
les  c[uinze  couples  de  points  P  (n"8). 

Nous  avons  quarante-cinq  pareilles  courbes  A,y /,,^es  A,;,!  ix  corres- 
pondant aux  quarante-cinq  cubiques  C,y  ^/Ee^C,;,,  lx.  La  courbe 


se  compose  des  deux  couples  de  biquadratiques  C|,.„,|,/,,„|^C,KMi)aNJi) 
C|„,o</./"o^^C,,i,„,|LN,i  de  la  cubique  Cij^l^C^^^^^^  avec  la  droite  D,„„,  et 
d'une  courbe  K^y  ^,,;=K,i„  ,^,  du  seizième  degré  correspondant  aussi  à 
la  cubique  C,,  ,,=  Ck„  ,.v 

29.   11  y  a  aussi  quarante-cinq   surfaces  2,^j,=  S=„',^.  du  sixième 
degré  ayant  pour  points  triples  les  six  sommets  de  l'hexacoryphe  et 

situées  sur  la  surface  S,y'  forment  une  configuration  semblable  et  ajant  des  pro- 
priétés analogues  à  celles  de  la  configuration  remarquable  des  quinze  cercles  dans 
l'espace  étudiée  par  M.  Cyp.  Stéphanos  (Cow/><e,s  rendus,  1881,  2"  semestre, 
p.  578  et  633). 

Jouin.  de  Math.  (5"  série),  tome  VIII.  —  Fasc.  II,  1902.  21 
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correspondant  aux  quaranle-cinq  surfaces  du  second  degré 

S2.n    y2.3 
ij.U- '^KM.I.N  1 

cVst-à-dirc  que  CCS  surfaces  passent  (n"  7)  deux  à  deux  par  chacune 
des  quarante-cinq  courlies  A  (  n"  28)  et  contiennent  chacune  deux  de 
ces  courbes,  et  jj^énéralenient  elles  ont  des  propriétés  analogues  à  celles 
des  surfaces  2°.  Ainsi  les  deux  surfaces  : 


passent  par  la  courbe  A,,  <,ss  Ahmim  ^^  encore  la  première  passe  par 
la  courbe  Art^,E=  A,j  ,,<  et  la  seconde  par  la  courbe  A,,,*^^  Au  km- 
L'équation  de  la  surface  2^,'/^2^k>u.n  ^st 

—  (ijky.ilnin  )'  +  (  kliY.ijnni  Y  -  (kljf  -  {inuiY  =  o, 

c'est-à-dire  que  c'est  la  somme  des  équations,  prises  avec  des  si<rnes 
convenables,  des  deux  surfaces  S,y  '  ss  S,", ;'j^  km  et  S;*''^  Sjl^V  km  M"'  se 
coupent  suivant  la  courbe  A,,,<s=  A,j.ln  o"  ''«^"^  deux  surfaces 

C2.3^^C2..1  ,  C2.3^^C2.3 

qui  se  coupent  suivant  la  courbe  A,<y,^  Akm u- 

Le  premier  membre  de  cette  équation  [)eul  être  aussi  considéré 
comme  la  somme  des  cubes  des  termes  des  deux  identités  du  n"  10 
qui  correspondent  aux  droites  D,y  et  D<„  prises  avec  des  signes  tels 
que,  dans  la  somme,  les  polynômes  (ijn>)( kln)  et  (ijn){kln)),  com- 
niunsà  ccsdeux  identités,  auront  le  coeflicient  .i.  Cela  posé,  en  remar- 
quant que 

a'  +  ^^  +  y3  _  (^.  _^  |î  ^  .,y  =,  _  3(a  -4-  ;5)(^  +  Y)(Y  -^  a  ), 
nous  pourrons  ('rrire  re<|iinli()ii  précédente  sous  la  tonne 

3  [(  ijn  )  (  kl/n  )  —  (  ijnt  )  (  kfni  ) ] 

X  i  [(  V" )  (  f^^"^  )  -•-  ( y^ ) ( ^'""'«)]  •  [( 0"  )  ( ''^'"  '  ~  ^  'J^''  )  ( ''""  '] 

-f-  \(ijn  )(  k/m)-h(  k/i  )(jmn)].\(  ijn)(khn)  -  {klj)(imn)]  ',  =  o. 
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ou,  symboliquement,  soit  sous  la  lorme 

^  ^l.U.  mn  (  S^,  km.  In  •  S,^.  /„,,  /,„  "H  Si,.  ,„,.;„  •  ^W,  in.jw  )   =  ») 

soit  sous  la  forme 

SfjS^S^i,.,,,,,  étant  le  polynôme  qui,  égalé  à  zéro,  représente  la  sur- 
face b|j  ^  5,y  Icl^  mn  • 

L'équation  de  la  surface  du  sixième  degré 

S'I.i V2.3 

■"/>,*/ — KM.LN 

étant  mise  sous  cette  forme,  on  voit  que  cette  surface  se  compose  de 
la  surface  du  second  degré  S^;-;,,„,„=  S.y"  et  d'une  surface  du  quatrième 
degré  qui  contient  les  quatre  biquadratiques  Cklm,  Clmn,  0,,^^.  Cj,hl,  a 
pour  points  doubles  le  couple  des  points  Prl.mn  (n°  8)  et  passe  par  les 
deux  courbes  du  seizième  degré  K,^^,^K,j  km  et  K,,  ,v;^K|j,^  (n°  28). 

50.  Les  propriétés  des  quinze  surfaces  S--'  et  des  quaranle-cin(| 
surfaces  2°  Mu  sixième  degré,  étudiées  aux  n°'  27,  28  et  29,  sont  évi- 
demment semblables  à  celles  des  surfaces  du  deuxième  degré  S"  et  I- 
que  nous  avons  vues  aux  n^'ô,  4,  (j  et  7;  mais,  dans  cette  nouvelle  con- 
figuration, chacun  des  indices  i,  2,  3,  4,  5,  6  est  remplacé,  suivant  une 
quelconque  des  manières  possibles,  par  un  des  indices  I,  IF,  IIL  IV, 
V,  VI,  et  réciproquement. 

Nous  allons  voir  maintenant  (jue,  après  un  tel  remplacementMlcs 
indices,  la  configuration  des  surfaces  du  sixième  degré  S'-^  et  I^-' 
aura  de  même  toutes  les  autres  propriétés  analogues  à  celles  de  la 
configuration  des  surfaces  de  deuxième  degré  S"  et  S",  qui  senties 
conséquences  des  identités  des  n"'  10  et  1 1  el  que  nous  avons  vues 
aux  n"^  8,  17,  18,  19,  20,  21,  22  et  25. 

En  elfet,  il  y  a  dix  polynômes  du  sixième  degré  F|'y4,,,„,„,9sF;'„„njK>-, 
correspondant  aux  dix  polynômes  du  deuxième  degré 

{ijk)  (  Unn)  =  (_ILi\I)(_  JKN  ). 
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Le  [jolyiiomc 

I'.Vh/ ==F,V>,„jK.v,=  3('y/'V. (//''//)'    -{ijly.(hn,ny 

+  (iJmy.(Uny-{ijny.(Un>y 
-h  ( /A7)' . (jinn y  —  ( //.v» y . (jlny 
-+-  (iimy.  (jhny  -  (j/dy.{nnny 
-+-  {J/any.(ilnf  -  (y7i«)\ (/////)', 

qui  correspond  au  polynôme  du  deuxième  dei^ré 
(ijk)(l„>n)^{lLM){iKy), 

est  la  somme  des  cubes  des  termes  des  trois  idenlilcs  du  n"  10  (pii 
correspondent  aux  droites  D,„  D,,,,  D^,,  ou  des  trois  identités  qui  cor- 
respondent aux  trois  droites  D,,„,  D,„„,  D„„  prises  avec  des  signes  tels 
que  le  polynôme  (ijk)\(lmny  ait,  dans  la  somme,  le  coefficient  3  et 
les  indices  i,j,  />,  /,  /",  «,  suivant  la  même  disposition  que  dans  le 
symbole  F' <,,„„„.  Cela  posé,  il  s'ensuit  que  chacun  des  dix  polynômes 
du  sixième  degré  F'  est,  par  son  symbole  F,%,, ,„,„,,  déterminé  non 
seulement  en  valeur  absolue,  mais  encore  au  signe  près.  Donc,  pour 
les  polynômes  du  second  degré  {ijk){linn)  de  même  que  pour  les 
polynômes  correspondants  du  sixième  degré  F;'',^^  ,„,„,,  la  pernuilation 
de  deux  indices  i,  j,  trouvés  dans  la  même  parenthèse,  change  le  sigiK» 
du  polynôme  et  la  permutation  des  deux  parenthèses  ne  le  change 

pas. 

De  même  par  l'autre  symbole  F^,,,,  j^s  on  peut  aussi  déterminer, 
au  signe  près,  le  polynôme  représenté  par  ce  symbole.  Il  sut'iil,  en 
efiet,  de  fixer,  au  signe  près,  une  des  correspondances  du  n"  i,  par 
eexmple  (i  23)(456)  =  (I  IV  V)(IIIII  VI)  et  de  remarquer  que,  si 
S,'j^S;  „„,„,  la  permutation  des  indices  I  et  J  équivaut  aux  permu- 
lalions  des  indices  t  cty,  /.  et  /,  m  et  n,  et  de  même  la  permutation 
des  indices  i  et  j  équivaut  aux  permutations  des  indices  I  cl  J.  K 
etL,  Met  N,  si  D„  =  D,j  k,  mn- 

Cela  remarqué,  nous  verrons  que,  au  contraire,  le  polynouK" 
F'iKM i:Jh>i  change  le  signe  si  l'on  permute  ces  deux  parcnlhèses  et  ne 
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le  change  pas  si  l'on  permute  deux  indices,  I  et  L  par  exemple,  trou- 
vés dans  la  même  parenthèse. 

51.  Les  dix  polynômes  F,%,, /,„„,  =  F,',l„,,,kx,  pris  quatre  à  quatre, 
de  quinze  manières  différentes,  quand  ils  ont  dans  la  même  paren- 
thèse un  même  couple  d'indices  I  et  J  et,  par  conséquent,  si 
S,j  ^H  S;^^,  ,„„,  n'ont  aucun  des  trois  couples  des  indices  i  et  y,  k  et  /,  m 
et  n,  dans  la  même  parenthèse,  se  lient  par  quinze  identités  linéaires 
correspondant  aux  quinze  surfaces  Sf,^S,y  /,/„,„. 

De  ces  identités,  celle  qui  correspond  à  la  surface  Sfj  ^  8,^^;,  „,„  est 

^  I IJK  1 1  l.M.N  i  +   t*    I.II.  1 1  liMN  ,  +   t'  I  I.IM  I    KLX     +   i\  UN  i  i  KLM  i   =  O  > 

OU,  dans  l'autre  représentation. 

On  voit  donc  que  la  formation  de  ces  identités  est  parfaitement 
semblable  à  celle  des  identités  du  n°  10;  mais,  dans  celles-ci,  chacun 
des  indices  i,  2,  3,  4,  5,  6  est  remplacé,  suivant  une  quelconque  des 
manières  possibles,  par  un  des  indices  I,  II,  III,  IV,  V,  VI,  el  réci- 
proquement. 

De  ces  identités,  comme  au  n'*  11,  nous  pouvons  former  quinze 
autres  identités  correspondant  aussi  aux  quinze  surfaces  du  deuxième 
degré  S^  et  contenant  chacune  six  polynômes  F^  dans  lesquels  un 
couple  d'indices  I,  J  n'entre  pas  dans  la  même  parenthèse. 

52.  Si  nous  égalons  à  zéro  chacun  des  dix  polynômes  F%  nous 
aurons  les  équations  de  dix  surfaces  du  sixième  degré  ayant  pour 
points  triples  les  six  sommets  de  l'hexacoryphe.  Toutes  ces  surfaces 
passent  par  les  quinze  couples  des  points  P  (n"  8),  et  chacune  d'elles, 
par  exemple  la  surface  représentée  par  l'équation  F,^^^, ,,,„„|  =  o,  con- 
tient les  six  droites  D,^,  D^;,  D,,,  D,,,,,  D„,„,  D„,. 

Cela  devient  évident  si  l'on  considèi'c  que 

a^  +  ^^  +  ..^-(^,,  +  r^+Yf  =  -'^{y-  +  ^){'^  +  ^(){-+^) 
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oi  (|iR\  par  consrqunil.  \o  polynôme  F',*,,,^,,,,  ([ui  est,  de  di^iix  ina- 
iiièrcs  dill'érentcs,  la  somme  des  cubes  des  termes  des  trois  identités 
du  n"  iO,  peut  être  écrit  soit  sons  la  forme 

^i;.  */,  mn  •  •^i/.  km.  In  •  ^//.  kn.  Im  "*"    ^/k.  il.  mn  •  •*/*,  <m.  In  •  ^;*.  in.  Im 


sqjt  sous  la  forme 

^/m.  il.  Xn  •  ^Im.  H.  /n  •  ^ïni.  in.  ;/.  "^   ^ïnn.  ij .  U  •  ^mn.  H.il  •  ^îiin.  il.  jk 

C2  C2  C2 

^^  •^In.ii.  km  •  •-'ni.  H.  jm  ■  ^i,l.  im.  ,k1 

'^l.ki.m,,  étant  le  |)olyii()m<'    (pii,   égalé   à    zéro,   représente   la  surface 

^i;.  kl.  mn  • 

.">.■>.  On  déduit  des  identités  du  n"  51  rpie  les  dix  surfaces  F'^  =  o, 
comme  les  surfaces  du  second  degré  qui  constituent  les  dix  couples 
des  faces  opposées  de  l'hexacoryphe,  prises  quatre  à  quatre  de  quinze 
manières  différentes,  appartiennent  à  un  même  réseau  et,  par  consé- 
quent, font  une  configuration  semblable  à  celle  des  faces  opposées  de 
riicxacorypbe,  mais  dans  laquelle  rbacnn  des  indices  i,  2,  3,  4i  5) 
()  est  i'('Mi|)lac(''  par  un  îles  indices  1 ,  1 1.  1 II.  1  \  ,  ^  ,  \  I  el  léciproque- 
menl. 

Si  maintenant,  comme  au  n"9,  nous  considérons  les  quinze  surfaces 
du  sixième  degré  qui  correspondent  aux  cjuinze  droites  0,^;^=^  D,j  ^i  ,„•, 
et  qui  sont  représentées,  par  exemple  celle  qui  correspond  à  la  droite 


par  les  trois  é(|uati<)ns  écpiivalentes 


V 


'      IJK      l,>l\     ^^    •    llJI   I    KM>|  "'» 

''•IJMkNKI  )  +    ''.IJ>    IMKIl^    ^^ 
'    r  Kl.l  I   J JO    ^^   *    I  KI.J    (IMN    '-'■> 
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OU  dans  l'autre  représentalion  par  les  équations 

^'',ur,„n,,+  F:'„„„H,/./,  =  o; 

nous  verrons  aisément  que  cette  surface  est  la  surface  &;■; '' ss  S,',  kl  mn 
du  n"  24,  qui  correspond  à  la  droite  D^yESED,,  ni  ,i>. 

Si  de  même,  comme  aun°9,  dans  chacune  des  3.i5  =  45  équations 
précédentes  des  quinze  surfaces  S-%  nous  changeons  le  signe  de  Fun 
des  deux  polynômes  F'  qu'elle  contient,  nous  aurons  les  équations  des 
quarante-cinq  surfaces  du  sixième  degré  E--'  du  n'*29. 

Cela  posé,  nous  sommes  évidemment  en  mesure  de  dire  que  les  dix 
surfaces  Ff,^,,,,,„„,:^F,',LM,uKNn  les  quinze  surfaces  S^  ■'  =S,7;ki„mn  et  les 
quarante-cinq  surfaces  S^.L^^Skm^n  du  sixième  degré  font  une  configu- 
ration semblable  et  ayant  toutes  les  propriétés  analogues  aux  pro- 
priétés, déduites  des  identités  des  n"^  10  et  11,  de  la  configuration 
formée  par  les  dix  couples  F,„„,),^,„)=  F„jk,,uin)  de  faces  opposées  de 
l'hexacoryphe;  les  quinze  surfaces  S,-,s=S,y  X7,,„„  et  les  C£uarante-cinq 
surfaces  2,'j,kl^^SL,/„  du  second  degré.  Il  faut  remarquer  que,  dans 
cette  nouvelle  configuration  des  surfaces  du  sixième  degré  F%  S--^ 
et  2-%  chacun  des  indices  i,  2,  3,  4,  5,  6  est  remplacé  suivant  une 
quelconque  des  manières  possibles  par  un  des  indices  I,  H,  III,  I\  ,  ^^ 
VI,  et  réciproquement.  c.   n.   f.   d.      (u"30). 

34.  Comme  de  la  configuration  des  surfaces  du  second  degré  S^,  X- 
et  des  couples  des  faces  opposées  de  l'hexacoryphe  nous  avons  formé 
la  configuration  des  surfaces  du  sixième  degré  S"-^,  2-'  et  F^,  de 
même  de  cette  dernière  configuration  nous  pouvons  former  une  nou- 
velle configuration  des  surfaces  du  2.3"  degré,  et  ainsi  de  suite  on 
peut  former  une  suite  infinie  de  configurations  des  surfaces  de  degrés 
2 . 3",  semblables  et  ayant  toutes  les  propriétés  analogues  aux  pro- 
priétés de  la  configuration  des  surfaces  du  second  degré  S-,  2"  et  des 
couples  de  faces  opposées  de  l'hexacoryphe  qui  sont  conso'quences  des 
identités  des  n"*  10  et  1 1 . 
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.">î>.  Au  lieu  fie  prendre  les  Iroisièmes  puissances  des  dix  polynômes 
(//7.)('//"/0^(ILM)('JK\) 

et  former  les  dix  polynômes  F'  el  puis  les  polynômes  qui  représentent 
les  surfaces  du  sixième  degré  S-'  et  S'',  nous  pouvons  évidemment 
prendre  les  (2/>  -t-  !)'<■'""  puissances  de  ces  mêmes  polynômes 

{iJh)(/mn)  =  (\L\\^(.Ui\). 

\ous  aurons  alors  une  configuration  de  surfaces  du  ■?.(  2/>  +  i  )''''"*'• 
degré  S-'-^*",  !*'-''+"  et  F'-''*'  ayant  toutes  les  propriétés  de  la  con- 
figuration des  surfaces  du  sixième  degré  S'-',  1-'  cl  l'\  ([iii  snni 
conséquences  des  identités  du  n"  31 . 

Les  surfaces  de  cette  confîguralion  amoni  j)our  jxiinls  mullipli's  du 
(^ 2  » -I- 1  )'*■"*  ordre  les  six  sommets  de  rhexacoryi>lie;  de  même  les 
surfaces  S"'"''*'  auront  les  propriétés  du  n"  2d,  mais  la  conliguration 
des  surfaces  S'"'"",  L-^'p^'^  F-p^'  n'aura  pas  les  propriétés  des  sur- 
faces S-',  2*'etF',  qui  sont  conséquences  de  rideulité 

a'  -^  Ir'  -t-  y'  -  {a  +  l>  +  7)'  =  -3(a  -h  b)  (  h  +  7X7  +  a). 

C'est  cette  identité  et  les  identités  des  n°'  10  et  11  qui  nous  donnent 
aussi  cette  dernière  propriété  des  surfaces  S*-'  et  S^'. 

5(J.  Les  points  de  chacune  des  quinze  surfaces  Sj^' ^  S,"j,  rl,  m\  '"'  ^'"^"^ 
quarante-cinq  surfaces  -,v,Î/=^2k'|  ,,>,  du  sixième  degré  peuvent  être  as- 
sociés en  couples  (P,  P)  et  les  surfaces  du  second  degré  qui  passent 
par  les  six  sommets  de  l'hexacoryplie  et  par  le  point  P  dune  sm- 
face  S^-'  ou  S*-^  passent  par  un  autre  point  df  coite  siii  l'arc  (pii  rsl  Tas- 
socié  P'  de  P. 

Les  droites  déterminées  par  les  divers  couples  de  points  asso- 
ciés (P,P')  de  chacune  des  surfaces  S^'  el  S"-^  forment  une  con- 
grucncc  dont  toutes  les  droites  rencontrent  deux  fois  la  cubicpic  0  dé- 
terminée par  les  six  sommots  de  l'hexacoryplie.  Chaque  droite  joignant 
deux  points  associés  (1\  P  )  diuie  surface  S^'  ou  S'  '  rencontre  celle 
surface  sui%ant  quatre  autres  points  associés  en  deux  coujiles. 
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Uéciproquement,  chaque  droite  rencontrant  deux  fois  la  cubique  o 
rencontre  chacune  des  soixante  surfaces  S"-'  et  Z'-'  suivant  trois 
couples  de  points  associés.  Donc,  les  soixante  congruences  déterminées 
par  les  divers  couples  de  points  associés  de  chacune  des  soixante  sur- 
faces S-^  et  H-  '  se  confondent  en  une  seule  qui  est  la  congruence,  prise 
trois  fois,  des  droites  qui  rencontrent  suivant  deux  points  la  cubique  9 
déterminée  par  les  six  sommets  de  l'hcxacoryphe. 

57.  Chaque  surface  du  second  degré  passant  par  les  six  sommets 
de  rhexacoryphe  rencontre  chacune  des  soixante  surfaces  S^^  et  1=  ^ 
suivant  une  courbe  variable  du  douzième  degré  ayant  les  six  sommets 
de  rhexacoryphe  pour  points  triples.  Les  points  de  chacune  de  ces 
soixante  courbes  du  douzième  degré  sont  associés  en  couples  et  les 
droites  déterminées  par  les  divers  couples  de  ces  points  sont  les  géné- 
ratrices des  soixante  surfaces  réglées  du  sixième  degré  ayant  pour 
ligne  triple  la  cubique  ç. 

Ces  soixante  surfaces  réglées  du  sixième  degré  se  confondent  en  une 
seule,  qui  est  la  surface  sécante,  prise  trois  fois,  quand  celte  surface 
sécante  du  second  degré  passe  par  la  cubique  o. 

Si  la  surface  sécante  du  second  degré  passe  par  une  des  courbes  du 
quatrième  degré  situées  sur  une  surface  S-  '  ou  S=  ',  elle  rencontre  cette 
surface  suivant  celte  courbe  du  quatrième  degré  et  suivant  une  courbe 
du  huitième  degré  ayant  pourpoints  doubles  les  six  sommets  de  l'hcxa- 
coryphe. 

Les  points  de  chacune  de  ces  deux  courbes  sont  associés  en  couples. 
Les  droites  déterminées  par  les  divers  couples  de  points  associés  de  la 
courbe  du  quatrième  degré  sont  les  génératrices  de  la  surface  du 
second  degré  qui  passe  par  cette  courbe  du  quatrième  degré  el  par  la 
cubique  o.  De  même,  les  droites  déterminées  par  les  divers  couples  de 
points  associés  de  la  courbe  du  huitième  degré  sont  les  génératrices 
d'une  surface  du  quatrième  degré  ayant  pour  ligne  double  la  cubique  o. 
Si  la  surface  sécante  du  second  degré  rencontre  une  des'surfaces  S-  ' 
ou  i^  '  suivant  trois  courbes  du  quatrième  degré,  les  points  de  ces 
courbes  seront  associés  en  couples,  et  les  droites  déterminées  par  ces 
couples  de  points  associés  seront  les  génératrices  des  trois  surfaces  du 

Jouin.  de  Malh.  (ô"  série),  lome  VIII.  —  Fasc.  II,  igo2.  22 
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sccoiul  clo,i;ro  (|iii  passcnl  par  la  cubique  o  cl  une  de  ces  trois  courbes 
du  (jualrièinc  degrc. 

Les  courbes  du  Irento-sixièuîe  dei;ro  L  et  A  (n<"  27  el  28)  et  aussi 
toutes  les  courbes  suivant  lesquelles  les  surfaces  S^^  et  S-  '  se  coupent, 
prises  deux  à  deux,  ont  évidemment  leurs  points  associés  en  couples. 
Si  l'une  quelconque  de  ces  courbes  se  compose  de  plusieurs  autres 
courbes  d'un  degré  moins  élevé,  les  points  de  ces  courbes  seront  aussi 
associés  en  couples.  Les  droites  déterminées  par  ces  couples  de  points 
associés  sont  les  génératrices  de  surfaces  réglées  d'un  degré  égal  à  la 
moitié  du  degré  de  la  courbe  conduisante. 

Il  faut  irman|iier  (pif.  de  même  que  les  surfaces  S- '  iM  i)- \  toute 
^iirl'acf  ilii  sixiriiif  degré  rcprésiMilée  par  uiu-  r(pialii>n  de  la  forme 

(\a,  -+-  ah,  )'.c]-h  {Ka..-h  ij.(>.)\rl-h  (Aa^, -t-  u-h^yxl 
-t-  (  A<7.,  -t-  'xh;  f.r'l  ■+-  Ç/.a-  -+-  ahr^fx]  H-  Qui,^  -f-  aAj  V.c,^  =  o, 

où  (n"  16) 

a,x,-+-  a.^x.,  -H  (7,./-.,  -t-  ct,x^  -\-  n^x.  -+-  a,.,Xs  =  o 
el 

lt,x,  -+-  h..x.,-ir-  b^x-i  -f-  b^x^-h  l'iC-^-h  bf,Xf,  =  o, 

sont  les  deux  ideutilés  indépendantes  entre  elles  (]iii  lient  les  six  poly- 
nômes .r,,  .i\,  x^,  Xy,  Xj,  Xf,  el  A  :  a  un  paramètre  arbitraire,  aura  ses 
points  associés  en  couples  tels  que  les  droites  déterminées  par  ces 
couples  de  points  associés  rencontrent,  cbacune  suivant  deux  ixùnts. 
la  cubique  o  déterminée  par  les  six  sommets  de  rbexaeorvplie. 

[>es  propriétés  et  les  configurations  cpie  font  ces  nouvelles  surfaces 
du  sixième  degré  sont  des  consé(piences  des  identités  des  n"'  10,  1  I 
et  lô;  mais,  comme  nous  n'avons  pas  étudié  les  idiiitilé-.  du  n"  I.". 
nous  n'entrerons  pas  non  plus  dans  lélude  de  ces  surfaces. 
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Sur  les  cycles   fies  surfaces  als^ébriqucs; 
Par  m.  h.  POINCARÉ. 


Qualriéine   complément  à  VAnalysis  Sifi'is. 


§  1.  —  Introduction. 

Les  beaux  travaux  de  M.  Picard  sur  les  Surfaces  algébriques  oui 
mis  depuis  longtemps  en  évidence  l'importance  de  la  notion  des  cycles 
à  une,  deux  ou  trois  dimensions.  J'ai  pensé  qu'on  pourrait  appliquer  à 
cette  question  Icsprincipesque  j'ai  exposés  dans  l'.-J  «a/) '.îw. S //ris  et  ses 
deux  premiers  compléments  (Journal de  l' Ecole Polylechnique,Tonu' 
du  centenaire  ;  Rencliconti  ciel  Circolo  mcilhematico  di  Paleinio. 
t .  XIII  ;  Proceedings  of  the  London  mathcmatical  Society, 
Vol.  XXXII)  et  j'ai  obtenu  ainsi  certains  résultats  partiels  que  j'ai 
déjà  énoncés  dans  une  Note  aux  Comptes  rendus  et  qui  vienucnl 
compléter,  sur  certains  points,  ceux  de  M.  Picard. 

Je  rappelle  qu'étant  donné  une  variété  V  fermée  à  p  dimensions, 
je  trace  sur  cette  variété  d'autres  variétés,  fermées  ou  non,  d'un  moins 
grand  nombre  de  dimensions;  je  désigne  par  W^  une  variété  à  q 
dimensions  tracée  de  la  sorte  sur  V. 

Si  I^W,^  est  un  ensemble  de   variétés  à^  dimensions  el  2^^^^_|   un 
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«■nscmblo  (le  variélos  à  y  —  i  dimensions,  la  congrucnco 

siiïnifie  (par  dcfinilion)  que  S\V^^,  formo  la  fronliéiv  complète  (Je 
l'ensemble  de  variétés  SW,.  J'exprime  le  même  fait  sans  mellre  en 
évidence  2^^^  en  écrivant  la  relation 


<|ne  j'appelle  i/rif  homologir. 
Alors  la  congrrucnce 


I^^, 


signifiera  (pie  la  variété  -^^y  est  fermée. 

Si  Ton  a  ZW^^o  sans  avoir  X  W^ '~  o  (ou  nZW^'^o,  n  étant 
entier),  je  dirai  que  la  variété  2^W,  constitue  un  cycle  à  y  dimensions. 

Soil 

(')  /{■''■> y-'  -)  =  •> 

ré(jualion  d  une  surface  algébrique  (pielconque,  qui  définira  une 
\ariété  \  à  (pialre dimensions.  A  cliac^ue  valeur  àe y  correspondra  une 
surface  de  llieiuann  qui  sera  en  général  de  genre  p.  Je  supposerai  (]ue  le 
genre  ne  s'abaisse  ni  pour^--  =  o,  ni  pour  y  =  oc,  mais  (piil  s'abaisse 
pour  Y  points  singuliers, 

v  =  A,,  r^A,,         ...,         r=A,. 

Dans  le  plan  des  ^,  je  tracerai  q  coupures  OA,,  OAj.  ....  OA^. 
Soil  S  l'une  des  surfaces  de  Riemann  ;  quand  ^  variera  sans  franchir 
/es  coupurf'.s,\a  suriïkce  S  variera,  mais  en  restant  lioméomorplie  à 
elle-même  de  fa(;on  rpie  les  diverses  surfaces  de  Riemann  se  corres- 
pondent point  par  point  el  d'une  manière  biunivoque  et  continue. 

L'une  quelconque  S  de  ces  surfaces  pourra  être  subdivisée  en  un 
polyèdre  P  ;  soient  F  les  faces,  H  les  arêtes,  C  les  sommets  de  ce 
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polyèdre.  Une  autre  surface  S',  correspondant  point  par  point  à  la 
surface  S,  se  trouvera  de  même  subdivisée  en  un  polyèdre  V  dont  les 
faces,  les  arêtes  et  les  sommets  correspondront  aux  faces,  aux  arêtes 
et  aux  sommets  du  polyèdre  P. 

Supposons  maintenant  que  y%  partant  d'un  point  situé  infiniment 
près  de  l'une  des  coupures,  décrive  un  contour  presque  fermé  et  abou- 
tisse à  un  autre  point  situé  infiniment  près  du  point  initial,  mais  (/>■ 
/'autre  côté  de  la  coupure.  La  surface  S  se  sera  transformée  en  uni- 
surface  infiniment  peu  dilîérente;  mais  à  un  point  de  la  première  sur- 
face correspondra,  en  général,  un  point  de  la  seconde  surface  qui  en 
différera  beaucoup. 

Le  polyèdre  P  se  sera  ainsi  transformé  en  un  polyèdre  P'  très 
dilTérenl. 

D'un  autre  côté,  aux  différents  points  du  plan  des  y  découpé  par 
nos  coupures,  nous  pouvons  faire  correspondre  les  points  d'un  polv- 
gone  Q  à  2  §•  côtés  a,^,-  et  a;j3,v,,  les  côtés  a,-^,  et  a/^,V(  correspondani 
aux  deux  lèvres  de  la  coupure  OA,,  le  point  a,  à  A,,  les  points  !il,  i-l 
^,vi  à  O.  Inutile  d'ajouter  que  j'écrirai  indifféremment  j3,  ou  ^^^,. 
j3.>  ou  p^+2,  etc.,  de  façon  à  conserver  la  symétrie  des  notations. 

Nous  allons  tirer  de  là  une  subdivision  de  la  variété  V  en  un 
polyèdre  H  à  quatre  dimensions. 

A  cbaque  face  F,  de  P  correspondra  une  liypercase  de  R  que  j'appel- 
lerai aussi  F,.  A  chaque  arête  B,  de  P  correspondra  une  case  B,  de  H  ; 
de  même  à  chacun  des  côtés  a,^,  ou  a,[3,v,  de  Q  combiné  avec  cha- 
cune des  faces  F^  de  P  correspondra  une  case  a^l^jF^  ou  a,[3,^_,  F^.  de  H. 

A  chaque  sommet  C,  de  P  correspond  une  face  C,-  de  IL  A  chaque 
sommet  a,  ou  [3,-  de  Q,  combiné  avec  chacune  des  faces  F^.  de  P,  corres- 
pondra une  face  x^F^  ou  [3,F^  de  H.  A  chaque  côté  a,|3,  ou  a,^,^,  de  Q, 
combiné  avec  chacune  des  arêtes  B^  de  P^  correspondra  une  faci- 
a,!3,oua,p,v,B^.  dell. 

A  chaque  sommet  Q  de  P  combiné  avec  chacun  des  côtés  a,^,  ou 
a,^,-+,  de  H  correspondra  une  arête  a,  j3j^^.  ou  a,p,_^,  Q.  de  H.  A  chaque 
sommet  a,'  ou  ^,-  de  Q  combiné  avec  chacune  des  arêtes  B^  de  P  corres- 
pondra une  arête  a,^;^  ou  [ïi,B^.  de  H. 

Enfin,  à  chaque  sommet  a,  ou  fl,  de  Q  combiné  avec  chacun  des 
sommets  C^  de  P  correspondra  un  sommet  a,Q-  ou  p,Q.  de  H. 
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Mais  il  couvieiil  de  faire  plusieurs  observations.  D  al)i)i'tl  pour 
y  =  A,,  le  polyèdre  P  dégénère  de  toile  faroii  i[uc  certaines  de  ses 
faces  disparaissent;  si,  par  exemple,  la  face  F^  disparaît  pour^  =  A,, 
la  face  correspondante  a,F;j  du  polyèdre  H  n'existera  jkis. 

De  même,  bien  que  cela  puisse  être  évité,  on  ])Ourrait  concevoir 
(pi'unc  arête  B^.  disparût  pour^  =  A,;  dans  cecas,  l'arête  a/B^  n'exis- 
terait pas. 

D'un  autre  côté,  donnons  à  /  une  valeur  déterminée  et  faisons 
prendre  à  l'indice  A  toutes  les  valeurs  possibles;  envisageons  ensuite, 
d'une  part  l'ensemble  des  cases  a,  [3,  F*  et,  d'autre  part,  l'ensemble  des 
casesa,^;^,F;i. 

Ces  deux  ensembles  seront  identiques,  bien  qu'en  général  la  case 
a, ^,F<- considérée  à  part  ne  soit  pas  identique  à  la  case  oi./^-^,V/,.  ni 
même  à  une  autre  case  a,  j3,^,  F/. 

Il  pourra  se  faire  aussi  que  certaines  des  faces  a,!i,B  soient  iden- 
tiques à  certaines  des  faces  a,jîl/^,B,  ou  certaines  des  arêtes  a,p,C  à 
certaines  des  arêtes  a,p,^,  C. 

D'autre  part,  comparons  les  différentes  faces  [i,F^.  ;  la  surface  de 
Riemann  S^  qui  correspond  au  point  O  se  trouvera  subdivisée  en 
polyèdre  de  q  manières  différentes,  suivant  que  l'on  considère  le 
point  O  comme  correspondant  au  sommet  p,,  ou  à  flj,  . . . ,  ou  à  p,^.  Ce 
sont  ces  y  modes  de  subdivision  (pii  engendrent  les  faces  ^F.  Si  donc 
///  est  le  nombre  des  faces  de  P,  on  aura  les  identités 

(  2 )       ?, F.  +  ^,  F,  +  ...  +  ?,  F„,  =  ^,  1- ,  +  ^,.  F,  -h  ...  +  ?,  F,„ 
(/,y  =  1,2,  ...,ry). 

Il  pourra  se  faire  que  certaines  des  faces  Ji  F  soient  itlenti(|ues 
entre  elles.  Mais  cela  n'arrivera  pas  toujours.  Il  pourra  arriver  égale- 
ment que  certaines  des  arêtes  [5  B,  ou  certains  des  sommets  [3(] 
soient  identiques. 

Enfin,  par  suite  de  la  dégénérescence  de  P  pour  )'  =  A,,  il  pourra 
se  faire  (pie  certaines  des  faces  a,l',  ou  des  arêtes  a,B,  ou  des  som- 
mets a,C  soient  identirpies. 

lin  rcsuraé,  nos  variétés  partielles,    bypercases,   cases,  arêtes  ou 


a.3. 

- 

?. 

=<,?,I'/,,  '</3,>,l■/;■ 

" 

«,?/B,,,  a,-?,,.,B,, 

«,F, 

?,F, 

^/?/C/.,a,?,  +  ,Q. 

a,B,, 

?,B,. 

» 

a,C, 

P,C;, 

SUn    LES    CYCLES    DES    SURFACES    ALGÉnitlQV  ES .  1^3 

sommets  peuvent  se  n'iiartir  en  quatre  catégories  conformrmcnt  au 
Tableau  suivant  : 


Naliiro 

de  

la  vaiiélé.  1. 

Ilvpercases F/,- 

Cases B/,. 

Faces C/_ 

Arèles » 

Sommets » 

11  ne  peut  y  avoir  identité  entre  deux  variétés  de  catégorie  diffé- 
rente. Deux  variétés  de  la  catégorie  1  sont  toujours  distinctes. 

Entre  deux  variétés  de  catégorie  a|î,  il  ne  peut  y  avoir  identité  (jue 
si  l'indice  i  de  a  est  le  même  (sans  quoi  les  valcuis  correspondantes 
de  jK  seraient  sur  deux  coupures  OA,-,  OA^  dillerentes);  l'indice 
de  ^  devra,  au  contraire,  être  différent;  il  peut  y  avoir  identité,  par 
exemple,  entre  a^^^Fy^  et  a,p,^_,F;,,  mais  pas  entre  a,^,F^.  et  a,jîi,F/,. 
Deux  variétés  de  la  catégorie  a  ne  pourront  être  identiques  que  si 
l'indice  de  a  est  le  même. 

Avant  d'aller  plus  loin,  nous  allons  modifier  un  peu  nos  conven- 
tions, alln  d'éviter  les  inconvénients  qui  pourraient  résulter  des  iden- 
tités telles  que  (2)  cjui  ont  lieu  entre  deux  sommes  de  faces,  bien  que 
les  faces  prises  individuellement  ne  soient  pas  identiques  deux  à  deux. 

Soit  M  un  point  quelconque  de  la  coupure  O  A,,  la  surface  de  Rie- 
mann  S  correspondante  pourra  être  décomposée  de  deux  manières  en 
polyèdre,  selon  que  l'on  envisagera  le  point  M  comme  appartenant  à 
l'une  ou  à  l'autre  des  deux  lèvres  de  la  coupure.  Superposons  les 
deux  modes  de  subdivision,  en  considérant  à  la  fois  les  arêtes  prove- 
nant de  l'un  et  de  l'autre  mode.  Nous  obtiendrons  ainsi  un  certain 
polyèdre  que  j'appellerai  P'  ;  on  peut  s'arranger  pour  qu'il  reste  homéo- 
morphe  à  lui-même  quand  le  point  M  décrira  toute  la  coupure  OA, 
(vide  infra,  §  «>). 

J'appellerai  F^,  B);.,  Q  les  faces,  arêtes  et  sommets  de  P'.  Cliacune 
des  faces  F  du  premier  mode  de  subdivision  se  décomposera  en  un 
certain  nombre  de  faces  F',  et  il  en  sera  de  même  de  ebacune  des 


I  7  I  "•     POINCAItK. 

faces  F  du  second  mode;  de  sorte  que  cliaque  face  F'  appartiendra  à 
l'une  des  faces  F  du  premier  mode,  et  à  une  seule,  et  à  une  des  faces  F 
du  second  mode,  et  à  une  seule. 

Chacune  des  arêtes  B  de  chacun  des  doux  modes  de  subdivision  se 
décomposera  en  un  certain  nombre  d'arêtes  B'.  Chaque  arête  B 
appartiendra  au  moins  à  l'une  des  arêtes  B  de  l'un  des  deux  modes, 
et  peut-être  à  une  arête  de  chaque  mode;  mais,  dans  aucun  cas,  elle 
n'appartiendra  à  deux  arêtes  différentes  du  même  mode. 

Enfin,  les  sommets  C  seront  les  sommets  C  des  deux  modes,  aux- 
quels il  faut  adjoindre  les  points  (rinlorsection  des  arêtes  du  premier 
mode  avec  celles  du  second. 

De  même  nous  avons  vu  que  la  surface  S,,  qui  correspond  au  point  O 
se  trouve  décomposée  en  polyèdre  de  q  manières  dilTérenles.  Su- 
perposons les  q  modes  de  subdivision;  nous  obtiendrons  un  po- 
lyèdre P"  dont  les  faces,  les  arêtes  et  les  sommets  s'appelleront  FJ, 
B^,  Cx.  Chacune  des  faces  F  correspondant  à  l'un  des  q  modes, 
de  même  que  chacune  des  faces  F'  correspondant  au  polyèdre  P],  que 
l'on  obtient  en  regardant  le  point  O  comme  appartenant  à  la  cou- 
pure OA,,  se  trouvera  décomposée  en  un  certain  nombre  de  faces  F". 
Chaque  face  F"  appartiendra  à  l'une  des  faces  F'  du  polyèdre  V\,  et  à 
une  seule;  à  lune  des  faces  F  de  chacun  des  q  modes  de  subdivision, 
l't  à  une  seule. 

Chacune  des  arêtes  B  dos  q  modes,  chacune  des  arêtes  B'  des 
divers  polyèdres  P|  se  décomposera  en  un  certain  nond)re  d'arêtes  B". 
(]ha(|ue  arête  B"  appartiendra  à  l'une  des  arêtes  B  de  l'un  des  q 
modes,  et  à  l'une  des  arêtes  B'  de  l'un  des  polyèdres  P]  ;  elle  pourra 
appartenir  à  la  fois  à  deux  arêtes  de  deux  modes  difTérents,  ou  à  deux 
arêtes  B'  de  deux  polyèdres  P'  dillcrents,  mais  pas  à  doux  arêtes  B  du 
même  mode  ou  à  deux  arêtes  B'  du  même  polyèdre. 

I.,es  sommets  C"  se  composeront  dos  soriimels  des  q  modes  auxquels 
il  faut  adjoindre  les  points  d'inlcisoclioM  di>s  arêtes  B  apparlenani 
à  des  modes  dilTérents. 

Rien  à  ciianger  en  ce  qui  concerne  les  variétés  ilo  la  catégorie  1  ; 
passons  à  la  catégorie  a^.  (>hacune  des  cases  a,  p,  F^  ou  a,  ji(,v,  F*  va 
so  trouver  décomposée  en  cases  partielles  a,|ï,Fi,  a,^,v,Fit;  de  même, 
(■haciino  des  faces  afiB  sera  déconq)oséo  on  faces  aJÏB  .  Aux  arêtes  a^C 
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viendront  s'adjoindre  d'autres  arêtes  correspondant,  comme  nous 
l'avons  vu  plus  haut,  aux  intersections  de  deux  arêtes  B  appartenant 
à  des  modes  différents.  L'ensemble  de  ces  arêtes  constituera  ce  que 
j'appellerai  les  arêtes  a^C 

On  voit  que  les  cases  a,  p,  F;  sont  identiques  aux  cases  «,[3,^,  F;; 
de  même  pour  les  faces  a,  [3,  B;  et  a,^,^,  B;  et  pour  les  arêtes  a,[3,C; 
et  a,P,,.,Q.  Mais  il  importe  de  remarquer  que  la  case  a,  [3,  F^  se 
décompose  en  cases  partielles  a,  [3,  F',  qui  ne  sont  pas  les  mêmes, 
en  général,  que  les  cases  partielles  dans  lesquelles  se  décompose  la 
case  a,-^,^.,  F;;.  La  même  observation  s'applique  aux  faces  a,- [3,  B^ 
et  a,  ^,v,  B^. 

Passons  à  la  catégorie  a.  Quand  le  point  M  vient  en  A„  les  deux 
modes  de  décomposition  de  la  surface  S  en  polyèdre  P  se  confondent; 
d'autre  part,  ce  polyèdre  dégénère,  comme  je  l'ai  dit,  de  sorte  que 
certaines  des  variétés  a,F;.,  a,B;,  a,  Q  pourront  disparaître  et  que 
certaines  pourront  se  confondre. 

Passons  à  la  catégorie  p.  Nous  allons  avoir  des  variétés  partielles 

P,f;,p,b;,p,c;. 

Les  faces  P,F;,  j3,F;,  ...,[3yF;  seront  identiques;  mais  la  face 
[3,  F;;,  se  décompose  en  faces  partielles  [3F",  qui  ne  sont  pas  les  mêmes, 
en  général,  que  celles  dans  lesquelles  se  décomposent  la  face  ^^  F^.,  ou 
la  face  83  F;^,  etc.  Même  observation  pour  les  arêtes. 

Cela  posé,  je  fais  d'abord  la  remarque  suivante  : 

Une  variété  de  la  catégorie  a  sera  toujours  homologue  à  une  somme 
de  variétés  appartenant  à  d'autres  catégories. 

Soit,  par  exemple,  la  face  a, F;  ;  elle  appartient  à  la  case  a,|3,F;  qui 
admet  en  outre  la  face  p,Ft  et  celles  des  faces  Xi^iB'^,  qui  correspon- 
dent à  des  arêtes  B^  appartenant  à  la  face  Fi  du  polyèdre  P'.  Si  donc 
on  a  la  congrucnce  (pour  ce  polyèdre  P') 

f;.^2£,b;, 

les  £y  étant  des  nombres  égaux  à  -h  i,  —  i  ou  o,  on  aura  la  congruence 

a,^,Fl.E^a,F;-[3,Fl  +  i:,^^^,p.B'^ 

Journ.  de  Math,  (b'  série),  tome  VIH.  —  Fasc.  II,   1903.  2.3 
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et.  par  conséquent,  l'Iiomologic 

a,F,^fl,F;-Se,a,p,B^. 

Les  variétés  qui  figurent  dans  le  second  membre  de  celte  homo- 
logic  appartenant  aux  catégories  P  et  a3,  le  théorème  est  démontré, 
et  on  l'établirait  de  même  pour  a,B]t  et  a,Q. 


§  2.  —   Cycles  à  trois  dimensions. 

Je  passe  à  la  reclierehc  des  liomniogies  et  congruences  entre  ces 
variétés.  .Je  commence  par  la  remarque  suivante  : 

Nous  pouvons  toujours  supposer  que   nos  congruences  ne  con- 
tiennent pas  de  variété  de  la  catégorie  a. 

Soit,  en  eiVet, 

2a,  A  +  Hî^o 

une  congruence  où  les  a,A  sont  des  variétés  à  p  dimensions  de  la 
catégorie  a  (correspondant  à  une  variété  A  du  polyèdre  P  ou  P'),  et 
H  une  combinaison  de  variétés  à  p  dimensions  des  autres  catégories. 
iNous  aurons  alors,  sur  notre  polyèdre  P  ou  P',  la  congruence 

A^Seo, 

où  les  £  sont  des  entiers  et  les  a  des  vaiiélés  adiuetlaiit  une  dimension 
de  moins  que  A.  On  aura  alors  la  congruence 

a,p/A^a,A  —  p,A  -+-  i£a,j3,a, 

d'où  l'homologie 

a,- A  '^  p,-A  —  2£a,p,a. 

En  combinant  celle  liomologie  avec  la  congruence 
2)a,A  -t-  H^o, 
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nous  trouvons  la  congruence 

2p,-A-2:2£a,[î,a-+-H  =  o, 

qui  ne  contient  plus  de  variété  de  la  catégorie  a. 

C.     Q.     F.     D. 

Pour  obtenir  les  homologies  entre  les  cases,  il  suffit  d'envisager 
celles  qui  se  déduisent  des  hypercases. 

Supposons  que,  sur  le  polyèdre  P,  on  ait  la  congruence 

les  £  étant  égaux  à  +  i,  —  i  ou  o;  on  aura,  pour  le  polyèdre  à  quatre 
dimensions,  la  congruence 

F,  EEs  Z  e,  B,  +  S  a,  [3,  F,  -  i  a,  [3,^ ,  F, . 
et,  par  conséquent,  l'honiologie 

(t)  2:£,B,~Sa,^,^,F,-Sa,p,F,. 

Nous  rappellerons,  d'ailleurs,  que  a,p,FA,  de  même  que  a,p,4.,Fj, 
peut  être  remplacé  par  la  somme  de  plusieurs  cases  partielles  a;P,F'. 

D'où  une  première  conséquence  ;  soit  Su^B^  une  combinaison  quel- 
conque des  cases  B^,  les  'Ç  étant  des  entiers.  Je  suppose  que,  sur  le 
polyèdre  P,  on  ait,  entre  les  arêtes  B^  correspondantes,  l'honiologie 

Sr.B.^o, 

c'est-à-dire  que  l'ensemble  de  ces  arêtes  (affectées  chacune  du  coeffi- 
cient Lg)  forme  sur  la  surface  S  un  cycle  fermé  susceptible  de  se 
réduire  à  un  point  par  déformation  continue. 
Alors  on  aura  sur  le  polyèdre  P  la  congruence 

2:(:,B,=se,F„ 

les  0  étant  des  entiers;  on  aura  alors  sur  le  polyèdre  à  (juatre  dimen- 
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sions,  la  congruence 

doù  riiomoloj^ic 

Si  donc  une  combinaison  d'arêles  B  est  homologue  à  zéro  sur  P, 
la  combinaison  correspondante  de  cases  B  sera  homologue  à  une 
combinaison  de  cases  de  la  catégorie  aj3. 

Clicrclioiis  iiiainleiiaiil  les  coiigruenccs  enlrc  les  cases. 
Ces  congrucnccs  soiil  de  la  forme 

(^0  v;:^B,  +  S0,a,;3,F,EEHo, 

les  Z  el  les  0'  ('•lanl  des  enliers.  Je  dis  d'abord  que  l'on  aura  sur  le 
polyèdre  V  : 

c'est-à-dire  que  l'ensemble  des  arêtes  (afleclécs  des  cocfficioiils  O 
devra  former  un  ou  plusieurs  cycles  sur  la  surface^. 
Soit,  en  efl'el,  sur  P,  la  congruence 

Nous  aurons  sur  noire  polyèdre  à  quatre  dimensions  la  congruence 

B,~S£aC,  +  1I, 

II   désignant  une   combinaison  de  faces  irapparlcn.inl   pas  à  la  caté- 
gorie 1.  On  aura  d'autre  part 
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H  ayant  toujours  la  même  signification;  on  en  déduit 

H  ayant  toujours  la  même  significalion. 

Comme  le  second  membre  doit  être  identiquement  nul,  on  devra 
avoir  identiquement 

On  aura  donc  sur  le  polyèdre  P 

V"   /  ->'?  lJ?  =  ^  ^î 'A  W  —  O-  .  C.Q.F.D. 

On  doit  donc  avoir  en  vertu  de  (2  ) 

(4)  20L,-p,f;,  =  I(:,a,^,,,  B,  -  2r,a,p,B„. 

Soit  S(M)  ce  que  devient  lasurface  de  Riemann  S  quand  le  point  j' 
vient  en  M  sur  la  coupure  OA,.  Soit  MF;^  la  face  p;  du  polyèdre  P' 
correspondant  à  cette  position  du  point  M;  soit  MP  la  limite  vers 
laquelle  tend  le  polyèdre  P  quand  le  point  y  se  rapproche  de  M  du 
côté  a,^,  de  la  coupure.  Soit  (MP)  la  limite  vers  laquelle  tend  ce 
même  polyèdre  quand  le  point  j  tend  vers  M  du  côté  a,^,vi  de  la  cou- 
pure. Soit  MB,  et  (MB^)  les  arêtes  B,  des  deux  polyèdres  MP  et  (MP  ). 

Si  alors  nous  reprenons  la  congruence  (4)  et  que,  dans  chacune  des 
variétés  qui  y  figurent,  nous  conservions  seulement  les  points  qui  appar- 
tiennent en  même  temps  à  S  (M),  nous  aurons  une  congruence 
nouvelle 

(■^)  iÔ'MFlEH^Sr/MBJ  -  rc.MB,. 

Les  expressions  S'C/MB,)  et  l'C^MB^  représentent  deux  cycles 
tracés  sur  la  surface  S  (M);  soient  il-  et  0,  ces  deux  cycles.  De  la  con- 
gruence (5)  on  pourra  tirer  l'homologie 

qui  doit  avoir  lieu  sur  la  surface  S(M). 
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Supposons  (pu-  V,  parlant  rlu  point  M  du  côèé  a,  |3,  do  la  coupure, 
tourne  autour  du  point  singfulior  A,  et  revienne  au  point  M  de  l'autre 
côté  de  la  coupure.  Le  cycle  S^^B^  se  déformant  d'une  manière  con- 
tinue aura  pour  position  initiale  Sw^MB^  =  i2,  cl  pour  position  finale 

L'homologie  exprime  donc  que  £2,  est  homologue  à  son  trans- 
forme ii;  (par  la  transformation  que  subissent  les  cycles  de  S  quand^ 
tourne  autour  du  point  singidier  A,).  Le  cycle  ^^^^B^  reste  donc 
homologue  à  lui-même  par  suite  de  cette  transformation,  et  aussi  par 
suite  des  transformations  analogues  correspondant  aux  autres  points 
singuliers.  Les  cycles  qui  jouissent  de  cette  propriété  pourront  s'ap- 
peler CYcirs  imariants.  Nous  reviendrons  plus  loin  sur  cette  notion. 
Nous  voyons  qu'à  toute  congruence  de  la  forme  (2)  correspond  un 
cycle  invariant.  Jr  dis  (/ue,  inversement,  à  tout  cycle  invariant  cor- 
respond une  congruence  de  la  forme  (  2  ). 

Soit  en  effet  -^^B^  un  cycle  invariant.  On  aura  sur  S(M) 

(6-)  2:r/MB,)~2:-c,îviB, 

et,  par  conséquent,  on  pourra  trouver  des  cnliers  0'  tels  que 

(5)  io;mf;    i:,(mb;)  -  sr,MB,. 

On  en  déduit  la  congruence 

Le  signe  iL  se  rapporte  ici  à  l'indice  A,  l'indice  /  étant  constant; 
mais  de  là  nous  |)ouvons  déduire 

s-;b„  ^  i:so;a,p,F;--22o;a,F,  -  220;^,F„ 

le  double  signe  X  se  rapportant  alors  aux  deux  indices  /  et  A,  car  on  a 
évidemment 

i::,B,^ii::,a,;i,i;,-  ii:^,a^,..B,. 
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Il  nous  reste  à  démontrer  que  l'on  doit  avoir 

2:0;a,F,=.o,         2:201.13,Fl  =  o. 

Voyons  d'abord  ce  qui  concerne  la  première  de  ces  égalités. 

Reprenons  la  congruence  (5)  et  faisons  tendre  le  point  M  vers  A,,  à 
la  limite  MF'i  se  réduira  à  a,F'^  et  i2,  se  confondra  avec  Q,',  et  avec 
Zr^aj-B^;  la  congruence  (5)  deviendra  donc 

(7)  SOla.FlEEEEo. 

Examinons  la  signification  de  cette  congruence.  Supposons  d'abord 
que,  pour  y  =  A,,  la  surface  S  ne  se  décompose  pas,  c'est-à-dire  que 
la  courbe 

/{x,  A,-.  z)  =  o 

soit  indécomposable.  Alors  la  congruence  ne  peut  avoir  lieu  que  dans 
deux  hypothèses  :  ou  bien  on  a  l'identité 

i:ô>,Fi  =  o, 

je  veux  dire  que  dans  le  premier  membre  ne  pourront  figurer  (avec 
un  coefficient  G'  différent  de  zéro)  que  les  faces  a^F^  qui  disparaissent 
par  suite  de  la  dégénérescence  du  polyèdre  P^,  ainsi  que  je  l'ai  expli- 
qué plus  haut. 

Ou  bien  la  combinaison  ZO^  a,F](  représentera  (une  ou  plusieurs  fois) 
la  surface  de  Riemann  tout  entière;  de  sorte  que 

2 91  a, F;  .-.«S. 

Mais  pour  la  surface  S  correspondant  au  point  M,  nous  pouvons 
écrire 

s  =  2:mf;, 

puisque  l'ensemble  des  faces  F\  du  polyèdre  P]  doit  recouvrir  la  sur- 
face S  tout  entière. 
On  a  d'ailleurs 

2:mp:  =  o. 
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Nous  aurons  donc  la  congruonco 
(  T)  hi.s)  1(0,  -  n) MF,  "- fl.  -  Q,. 

cl.  daulro  pari,  rpiand  M  vient  on  A,, 
et  par  conséquent 

La  seconde  hypotlièse  est  ainsi  ramenée  à  la  preinièie;  il  suffit 
pour  cela  de  changer  0,  en  ^\  —  n,  ce  qui  est  permis  puisque  la  con- 
gruonce  (5)  se  trouve  ainsi  reniplarée  par  une  congruence  (5  bis^  de 
même  forme. 

Supposons  maintenant  que  la  conrlie  F(J',  A,,  z)  se  décompose  et, 
par  exemple,  que  la  surface  de  Riemann  correspondante  se  décompose 
en  deux  surfaces  partielles  S,  et  So. 

Alors  noire  congrucnce  (7)  pourra  avoir  lieu  pourvu  que  Ton  ait 

lO;a,F,  =  «,S,  +  «,S„ 

n,  cAn^  étant  des  entiers.  (IVst  du  moins  ce  que  l'on  pourrait  craindre, 
mais  on  peut  de  plusieurs  manières  voir  (piil  n'en  sera  ])as  ainsi. 

Le  plus  simple  est  de  raisonner  comme  il  suit  : 

Partons  de  la  surface  de  Riemann  S„  qui  correspuml  an  puiiit  O; 
faisons  varier^' d'une  façon  continue  de  O  à  A,  en  suivant  la  cou- 
pure OA,;  la  surface  de  Riemann  S  se  défornuM-a  d'une  'manière  con- 
tinue et  en  restant  homéomorplie  à  elle-même.  Soit  S(M  )  la  surface  S 
correspondant  au  point  M.  A  chacpic  point  de  S(M)  on  peut  faire 
correspondre  un  |)oint  de  S„  puisqu'on  peut  passer  de  S(\l)  à  S„  par 
déformation  continue.  Considérons  sur  S(M)  les  deux  cycles  £2,  et  Q,, 
à  ces  deux  cycles  correspondront  sur  S„  deux  cycles  fermés  (pie  j'ap- 
pellerai U, et  Uj . 

Quand  le  point  VI  ])arc<)urra  OA,  fl'un  mouvement  continu,  les 
deux  cycles  l  ,  et  1^  se  déplac<Monl  d Un  niou\emenl  continu  sur  la 
surface  S„.  '^Juaml  M  est  très  voisin  de  A,,  les  deux  CNcles  ii,  et  i2^  el, 


SUR  LES  CYCLES  DES  SURFACES  ALGÉRRIQUES.  1 83 

par  conséquent,  les  deux  cycles  U,-  et  U^-  sont  très  voisins  l'un  de 
l'autre.  Quand  le  point  M  vient  en  O,  les  deux  cycles  O,-  et  U,  de- 
viennent identiques  et  se  réduisent  à 

les  deux  cycles  ù-  et  U^  deviennent  identiques  et  se  réduisent  à 

Supposons  que  le  point  M  varie  depuis  A,  jusqu'à  un  certain 
point  M„  de  la  coupure  OA,;  les  deux  cycles  U,  et  U^,  d'abord  con- 
fondus, se  sépareront  et  balayeront  une  certaine  région  R  de  Sq;  à 
cette  région  correspondra  sur  S  (Mo)  une  certaine  région  qui  sera 
formée  d'un  certain  nombre  de  faces  d'un  polyèdre  P]-  correspondant, 
puisqu'elle  est  limitée  par  les  deux  cycles  (2,  et  Q,]  qui  sont  formés 
d'arêtes  de  ce  polyèdre.  Nous  pourrons  écrire  la  congruence 

(5)  io;mf;=.:£2;-o„ 

oùZO^M„F),  représentera  précisément  la  région  que  nous  venons  de 
définir. 

Cette  région  se  réduisant  à  zéro  quand  M  vient  en  A,,  nous  aurons, 
dans  tous  les  cas, 

(8)  2o;a,F;  =  o. 

Nous  allons  montrer  maintenant  que 

i:2e;p,F',  =  o, 

et  pour  cela  nous  allons  étudier  la  somme 

2e',p,F;. 

D'après  ce  qui  précède,  ce  n'est  pas  autre  chose  cjue  la  région  ba- 
layée sur  la  surface  S„  par  les  deux  cycles  U,  et  U^ ,  quand  le  point  M 
varie  de  A,  à  O  ;  elle  est  limitée  par  les  deux  cycles  i2"  et  i2°^  . 

Journ.  de  Matk.  (y  série)  ,  lome  VIII.  —  Fasc.  II,  190J.  ^4 
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On  voit  que  nous  aurons 


d'où  en  additionnant 

s2:e;j3,F;^o. 

Cette  congruence  nous  montre  que  la  combinaison  2^1^ 0),  [3, F)j  se  ré- 
duit à  zéro  ou  à  un  certain  nombre  de  fois  la  surface  S„. 

Chercbonssi  cette  dernière  hypothèse  peut  se  présenter.  Supposons 
que  )■  décrive  un  contour  fermé  en  restant  infiniment  près  des  cou- 
pures OA,-,  décrivant  d'abord  lune  des  lèvres  de  OA,,  puis  Tautre 
lèvre,  puis  les  deux  lèvres  de  OA^,  et  ainsi  de  suite,  puis  enfin  les 
deux  lèvres  de  OA^.  Considérons  un  cycle  sur  la  surface  de  Riemann 
correspondante;  ce  cycle  se  confondra  d'abord  avec  £2"  quand  y  sera 
en  O  sur  la  première  lèvre  de  OA,  ;  quand  y  décrira  la  première 
lèvre  de  OA,,  ce  cycle  se  déformera  d'une  manière  continue,  ce  sera 
notre  cycle  ù,  et  les  points  correspondants  sur  S„  formeront  le 
cycle  U,;  quand  le  |)oint  y  reviendra  de  A,  en  O  par  la  seconde 
lèvre,  ce  cycle  ne  sera  autre  chose  que  notre  cycle  Q,\,  et  les  points 
correspondants  sur  Sp  formeront  le  cycle  U,;  quand  y  sera  revenu 
en  O,  ce  cycle  se  confondra  avec  i2";  quand  y  décrira  les  deux  lèvres 
de  OAj,  le  cycle  se  fondra  d'abord  avec  iij  puis  avec  ù'.,,  et  les  points 
correspondants  sur  S„  formeront  le  cycle  Uj,  puis  le  cycle  U,,  et  ainsi 
de  suite.  Il  s'agit  de  savoir  si  ce  cycle  mobile,  qui  se  confond  successi- 
vement avec  U,,  avec  U',,  Uj,  U,,  . . .,  Li,,  U^  et,  dans  sa  position  ini- 
tiale comme  dans  sa  position  finale,  se  confond  avec  il",  a  décrit  la 
surface  So  tout  entière. 

Pour  nous  en  rendre  compte,  il  faut  que  nous  voyions  pourquoi  ces 
cycles  se  déforment. 

Considérons  rr(|uation 

/(^•.r. -;  =  o. 


SUR  LES  CYCLES  DES  SURFACES  ALGÉBRIQUES.  l85 

OÙ  y  sera  regardé  comme  une  constante  ;  les  points  singuliers  de  z  re- 
gardé comme  fonction  de  x  seront  donnés  par  l'équation 

Considérons  un  cycle  tracé  sur  la  surface  de  Riemann.  A  ce  cycle 
correspondra  sur  le  plan  des  x  un  certain  contour  qui  enveloppera  un 
certain  nombre  de  ces  points  singuliers.  Quand  y  variera,  ces  points 
singuliers  se  déplaceront,  et  si  nous  ne  voulons  pas  que  le  cycle  passe 
par  un  de  ces  points  singuliers,  il  faudra  le  déformer  pour  le  faire  fuir 
devant  ces  points  singuliers  mobiles.  Quels  que  soient  les  déplacements 
de  ces  points  singuliers,  pourvu  que  deux  d*'entre  eux  ne  viennent  pas 
se  confondre,  il  sera  toujours  possible  de  déformer  continuellement  le 
cycle  de  façon  qu'il  ne  passe  jamais  par  aucun  de  ces  points;  on  pourra 
même  choisir  un  certain  nombre  de  points  fixes  et  déformer  le  cycle  de 
façon  qu'il  ne  passe  jamais  par  aucun  de  ces  points  singuliers  ni  par 
aucun  des  points  fixes,  pourvu  que  ces  points  singuliers  ne  se  con- 
fondent jamais  ni  entre  eux,  ni  avec  les  points  fixes. 

Quand  jy  va  varier,  les  points  singuliers  se  déplaceront,  et  les  points 
correspondants  sur  S„  se  déplaceront  également.  Ils  ne  pourraient  se 
confondre  que  si  y  venait  en  un  des  points.  A,,  mais  nous  faisons 
tourner  j'  autour  de  ces  points,  en  en  approchant  très  près,  mais  sans 
les  atteindre.  D'autre  part,  ces  points  vont  décrire  des  lignes,  et  nous 
pourrons  trouver  sur  S^  une  région  p  qui  ne  sera  traversée  par  aucune 
de  ces  lignes.  Ce  seront  les  points  de  cette  région  p  qui  joueront  le 
rôle  des  points  fixes  dont  je  parlais  tout  à  l'heure.  Alors  nous  pour- 
rons déformer  notre  cycle  de  façon  que,  sans  passer  jamais  par  un  des 
points  singuliers,  il  ne  pénètre  jamais  dans  la  région  p.  Il  ne  peut 
donc  engendrer  la  surface  S„  tout  entière.  L'hypothèse  en  question' 
doit  être  rejetée,  de  sorte  que  l'on  aura  toujours  l'identité 

(9)  s2:e;p,F;  =  o. 

Pour  terminer  nous  devons  remarquer  qu'/7  ne  peut  pas  y  avoii 
de  congruences  entre  des  cases  de  la  catégorie  aji  seulement.  Soit, 
en  effet, 

2:eia,p,F;^o 
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une  pareille  congrucncc;  nous  trouverons  d'abord 
de  sorte  qu'on  aura 

io;s;a,?,B;  =  o,      29',a,F;  =  o,      20;?,  F,  =  o, 

et,  par  conséquent,  sur  le  polyèdre  P)  (en  raisonnant  comme  nous 
avons  fait  ])our  déduire  ^)  de  /(), 

■  i:o;mf;h^o. 

L'ensemble  des  faces  MF^  (affectes  des  coefficients  numériques  0'^) 
du  polyèdre  P]  doit  donc  être  congru  à  zéro,  c'est-à-dire  former  une 
surface  fermée  qui  ne  peut  èirc  que  la  surface  de  S  (M)  tout  entière. 
L'ensemble  Ziï^cHiF'f.  représentera  alors  la  surface  S  (A,)  tout  entière; 
on  ne  pourra  donc  pas  avoir 

iO;a,F,  =  o. 

Donc  notre  congrucncc  est  impossible. 

Nous  savons  que,  pour  obtenir  tous  les  cycles  à  trois  dimensions, 
il  suffit  de  cbercbor  les  combinaisons  de  cases  qui  sont  cotif^rucs  à  zéro 
sans  être  liomologues  à  zéro. 

D'abord,  une  pareille  combinaison  doit  contenir  des  cases  de  la 
catégorie  i,  nous  venons  de  le  voir;  soit  ZZ^U^  rensemblc  do  ces  cases; 
, l'ensemble  des  arêtes  correspondantes  doit  former  un  cycle  sur  la 
surface  S  (c'est  le  cycle  fi,).  Ce  cycle  ne  doit  pas  être  homologue  à 
zéro.  Si,  en  effet,  ce  cycle  était  homologue  à  zéro,  la  combinaison 
i^„l3„  serait  homologue  à  une  combinaison  de  cases  de  la  catégorie  a[3; 
on  pourrait  donc  remplacer  I.C^\\  par  celte  combinaison  dans  le  pre- 
mier membre  de  notre  congrucnce;  ce  preniiir  imcimIjic  ne  contien- 
drait plus  alors  que  des  cases  de  la  catégorie  aji,  ce  qui  est  impossible 
d'après  ce  (pie  nous  venons  de  voir. 

l'inlin,  notre  eyelt-  ii,-  doit  être  itn'ariani ,  c'esl-i'i-iiiir  (|m  il   doit  se 
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changer  en  un  cycle  homologue  ù]  quand  y  tourne  autour  de  A,.  Mais 
quand ^  tourne  autour  de  Fun  des  points  singuliers  A,,  les  cycles  de 
la  surface  de  Riemann  subissent  une  des  substitutions  du  groupe  de 
Picard.  Le  cycle  0,-  doit  donc  être  invariant  pour  le  groupe  de 
Picard. 

Ainsi,  à  tout  cycle  à  trois  dimensions  de  V  correspond  un  cycle  de 
la  surface  S,  invariant  pour  le  groupe  de  Picard. 

Réciproquement,  considérons  un  cycle  invariant  pour  le  groupe 
de  Picard.  Si  i2,  est  une  position  de  ce  cycle  sur  le  polyèdre  P],  etsiQ| 
est  ce  que  devient  Q,-  quand ^  a  tourné  autour  de  A,,  on  aura 

Q,  r^  a] . 

On  pourra  trouver  des  entiers  0'  de  façon  à  satisfaire  à  la  con- 
gruence  (5).  La  congruence  (4)  aura  également  lieu.  Mais  nous 
venons  de  voir  que  dans  ces  conditions  les  idelitités  (8)  et  (9)  ont 
lieu,  de  sorte  que  la  congruence  (  f)  peut  s'écrire 

d'où 

2(:,B,  +  s2:e;a,^,F;^o. 

Le  premier  membre  de  cette  congruence  représente  un  cycle  à  trois 
dimensions. 

En  résume,  autant  le  groupe  de  Picard  admettra  de  cycles  inva- 
riants distincts,  autant  la  variété  V  admettra  de  cycles  distincts  à 
trois  dimensions. 

La  meilleure  manière  de  se  représenter  ces  cycles  à  trois  dimensions, 
c'est  de  supposer  que  l'on  n'a  pas  seulement 

mais  identiquement 

c'est  une  supposition  que  nous  pouvons  toujours  faire,  à  cause  de  la 
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façon  arhitrairo  dont  on  peut  faire  correspondre  point  par  point  nos 
surfaces  de  Rieniaiiii. 

Dans  ces  conditions,  on  donnera  à  y  toutes  les  valeurs  possibles. 

A  chaque  valeur  correspondra  une  position  du  cycle  û,-,  et,  à  cause 
de  l'invariance  de  ce  cycle,  à  deux  points  injinimenl  i^oisins  situés 
de  part  et  d'autre  d'une  des  coupures  correspondront  deux  posi- 
tions infinies  peu  différentes  du  cycle  £2,. 

Les  diverses  positions  de  ce  cycle  engendreront  donc  un  cycle  fermé 
à  trois  dimensions. 


§  3.  —  Cycles  à  deux  dimensions. 

Pour  trouver  tous  les  cycles  à  deux  dimensions,  il  suffit  de  chercher 
toutes  les  combinaisons  de  faces  qui  sont  congrues  à  zéro  sans  être 
homologues  à  zéro. 

Nous  pouvons  d'abord  supposer  que  cette  combinaison  ne  contient 
pas  de  face  de  la  catégorie  a;  car,  d'après  ce  cpie  nous  avons  établi  au 
début  du  paragraphe  précédent,  toute  face  de  la  catégorie  a  est  iiomo- 
logue  à  des  faces  des  catégories  a[3  et  p. 

Il  s'agit  maintenant  de  chercher  si  ces  combinaisons  peuvent  con- 
tenir des  faces  de  la  catégorie  i .  J'observe  d'abord  ceci  :  soient  C,  et  Cj 
deux  sommets  quelconques  du  polyèdre  P;  on  pourra  toujours  passer 
de  l'un  à  l'autre  en  suivant  certaines  arêtes  de  ce  polyèdre,  de  sorte 
que  nous  aurons  sur  ce  polyèdre  la  congruence 

le  second  membre. rcprésenliinl  rtMisciiiblc  des  arêtes  par  lesquelles  on 
passe  de  (],  à  ("_,  :  plus  généralement  qn  pourra  trouver  des  entiers  X, 
tels  que 

pourvu  <|ue  les  i  soient  des  entiers  tels  que 

2e*  =  o; 
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car  alorsEs^CA  pourra  être  regardé  comme  une  somme  de  différences 
telles  que  G,  —  C.,. 

Considérons  alors  sur  la  variété  V  la  combinaison  de  faces  Se^^C^,  et 
supposons  2£i  =  o.  Nous  pourrons  alors  trouver  des  entiers  ^  satisfai- 
sant à  la  congruence  (i)  ;  il  viendra  alors  sur  la  variété  V 

et,  par  conséquent, 

ce  qui  montre  que  la  combinaison  ^i^C^  est  homologue  à  une  com- 
binaison de  faces  de  la  catégorie  ap. 

Supposons  maintenant  que  l'on  ait  une  congruence  de  la  forme 

-'aQ  +  h  =r  o, 

H  représentant  une  combinaison  de  faces  des  catégories  ap  et  p.  Si 
Ton  a  i;£;,=  o,  on  peut  ronq:ilacer  dans  le  premier  membre  Ss^tQ  par 
la  combinaison  de  faces  des  catégories  de  [3  et  aj3  qui  lui  est  homo- 
logue; et  alors  ce  premier  membre  ne  contient  plus  de  faces  de  la 
catégorie  i . 

Si  mamtenant  nous  avions  deux  congruences  de  la  même  forme 

S£,Ca-^h  =  o,      ï:i',c,-hH'=o, 

nous  pourrions  trouver  deux  entiers  /*  et  n'  tels  que 

n'^t^-h  n'l,z[  =  o, 
et  alors  la  congruence 

qui  est  une  combinaison  des  deux  précédentes,  pourrait  être  ramenée 
à  ne  plus  contenir  de  faces  de  la  catégorie  i. 


^r)0  II.     POINCARK. 

En  rcsumc,  s'il  y  a  des  congruenccs  contcnaiU  des  faces  de  la 
catégorie  (i),  /'/  ne  peut  y  en  avoir  deux  distinctes. 

Envisageons  donc  spécialement  les  congruences  où  ne  figurent  que 
des  faces  des  catégories  [î  et  a^.  Soit 

(2)  se;a,p,ii;  +  20,p,F;^o 

une  de  ces  congruences. 

Considérons  les  points  communs  aux  variétés  qui  figurent  dans 
cette  congruence  et  à  la  surface  S  (M);  réduisons  chacune  de  ces 
variétés  à  ces  points  communs,  il  viendra 

(3)  so;mb;^o. 

Kn  ellel,  le  point  M  étant  un  point  de  la  coupure  OA,,  difl'érenl 
de  O,  la  surface  SfM)  n"a  aucun  point  commun  avec  les  faces  de  la 
catégorie  p,  pour  lesquelles  y  i>c  peut  prendre  que  la  valeur  O.  De 
même  la  surface  S(M)  n'aura  aucun  point  commun  avec  les  faces 
ct.j'ij\i[ ,  où  rindiccy  est  différent  de  i,  puisque  pour  ces  faces  y  devrait 
être  sur  la  coupure  OAy,  tandis  que  M  est  sur  la  coupure  OA,. 

La  congruence  (3)  signifie  (jue,  sur  la  surface  S(M),  rensemble  des 
arêtes  \\\  du  polyèdre  V\  faflectées  des  coefficients  0')  doit  former  un 
cycle  formé;  soit  K,  ce  cycle. 

Mais  observons  que 

II  ('tant  un  eiisrinblc  darètes  des  catégories  [i  et  7.'^.  De  mémo 

\\   étant  une  rornl)inais()n  d'arêtes  de  la  catégorie  (iJ. 
(  >n  a  (lone 

ïO,a,;i,H,  +  i:0^ji,.p.^vO,a,H,  +  II  +  Il  . 
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de  sorte  que  la  congruence  (2)  ne  peut  avoir  lieu  que  si  l'on  a  identi- 
quement 

(4)  ^O,a,l},  =  o. 

Comme  il  n'y  a  aucune  relation  entre  les  arêtes  0^a,B^  apparte- 
nant à  des  indices  i  différents,  l'identité  (4)  doit  avoir  lieu  quand  on 
donne  à  l'indice  i  une  valeur  déterminée  et  qu'on  étend  seulement 
la  sommation  aux  différentes  valeurs  de  l'indice  A". 

L'identité  (4)  signifie  alors  que,  quand  le  point  M  tend  vers  A,-,  le 
cycle  K,  tend  à  se  réduire  à  zéro. 

En  effet,  quand  M  se  réduit  à  A,-,  la  surface  S(M)  dégénère  et  son 
genre  diminue;  certains  de  ces  cycles  disparaissent  donc.  Voyons 
comment  ce  fait  se  rattache  à  l'étude  du  groupe  de  Picard.  Soit  S,  la 
substitution  de  ce  groupe  qui  correspond  au  point  singulier  A,;  elle 
changera  le  cycle  co^j,  par  exemple,  en 

(.0^  =  /»,oj,  -f-  m..(.yy,  +. .  .-I-  m.,pCo.,p. 

Donc, "pour  M  =  A,,  on  aura 


ce  qui  veut  dire  que,  pour  M  =  A,,  le  cycle  co^  —  w^  disparaît. 

Obtiendrons-nous  ainsi  tous  les  cycles  qui  disparaissent  pour  M  =  A, 
que  j'appellerai  cycles  évanouissants? 

M.  Picard  a  montré  (t.  I,  p.  82)  que  toute  surface  algébrique  peut 
être  ramenée  par  une  transformation  birationnelle  à  n'avoir  que  des 
singularités  ordinaires,  c'est-à-dire  une  courbe  double  avec  des  points 
triples. 

Il  a  ensuite  montré  (p.  g5)  comment  on  détermine,  pour  une  pa- 
reille surface,  les  points  singuliers  A,-  et  les  substitutions  du  groupe 
de  Picard  qui  correspondent  à  chacun  d'eux. 

On  voit  ainsi  que,  dans  ce  cas,  il  n'y  a  qu'un  cycle  évanouissant, 
lecjuel  est  justement  engendré  de  la  façon  que  je  viens  de  dire. 

Si  l'on  voulait  envisager  des  surfaces  possédant  des  singularités  plus 

Jiji/ni.  c/e  Malli.  {'y  série),  lome  VIII.  —  I'"asc.  II,  i:i<i2.  2J 


i<)j  II.    im)im:ai(k. 

coiii|>li(|iii'i's  (  |i;ir  oxcmpif  des  points  c(>ni(|iirs  ).  il  |)iniiriiil  si'  fairi' 
qiiil  y  l'ii  rùl  (raiilri's. 

Supposons,  par  exemple,  une  surface  ordinaire  admettant  deux 
points  siiifïuliers  correspondant  à  la  même  sul)sliUition  du  j^roupe  de 
Picard  ;  si  l'on  fait  varier  celle  surface  et  qu'à  la  limite  ces  deux  points 
singuliers  se  confondent,  la  surface  limite  admettra  alors  un  cycle 
évanouissant  n'admettant  pas  ce  mode  de  génération. 

Si  alors  nous  considérons  un  cycle  évanouissant  ipielmnipie 
i^O^MB^,  nous  aurons  la  congruence 

A  eliaipic  point  singulier  A,  faisons  corre>[)ondrc  de  la  sorte  un 
cycle  évanouissant  K,,  et,  par  conséquent,  une  congruence  de  la 
forme  (  j  ).  Additionnons  toutes  ces  cougruences;  il  viendra 

Sup{)Osous  ipir  rcMsrmhle  des  cycles  K,  soi I  lioiiiologiie  à  zéro,  de 
façon  que  1  on  ail  siii  la  surface  S 

lk,~  o, 
on  aura  sur  S^ 

SSO.p.B.-o, 

c'est-à-dire  qu'on  pourra  trouver  des  coeflieienis  0    tels  <jue 

i:so,p,B;f-=^sô;p,F;: 

ou  auia  alors 

(^»  iio,a,^,B,-+  i:o;p,F;.  M,. 

t/fi.si,  à  rliatjiir  iDiiihnniison  <lf  vyrlcs  ('•vitnoinxsaiits  K,,  Irllr 
fjiif  lK,'~o.  viiiri'sjiiiiiilrd  iinr  <-on<;riirn<-r  dr  1(1  fiiinir  (  ■>.  '\. 

\ii\    roiigiiieiices   ainsi    olilcnues    il    convii'iil    dailidliidie    la    sui- 

^.llllr  : 
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qui  représente  un  cycle  à  deux  dimensions  formé  de  la  surface  S^  tout 
entière.  Toutes  les  congruences  de  la  forme  (2)  seront  manifestement 
des  combinaisons  de  celles  que  nous  venons  d'obtenir. 

Quelle  est  maintenant  la  condition  pour  que  deux  congruences  de 
la  forme  (2)  soient  distinctes?  ou,  en  d'autres  termes,  quelles  sont  les 
congruences  de  cette  forme  dont  le  premier  membre  est  homologue  à 
zéro  ? 

Pour  avoir  toutes  les  homologies  de  la  forme 

il  faut  chercher  toutes  les  congruences  entre  cases  et  faces  de  la  forme 

(6)  SO,a,?,B.  +  i:0;^,F;^S£,B,  +  S(:,a,?,F,. 

Si  nous  réduisons  toutes  les  variétés  q«ii  figurent  dans  la  con- 
gruence  (6)  à  leurs  points  communs  avec  une  surface  S  correspondant 
à  une  valeur  de  y  non  située  sur  une  des  coupures,  il  vient 

ce  qui  signifie  que  Tensemble  d'arêtes  S c;tBy(.  constitue  un  cycle  fermé 
sur  le  polyèdre  P.  Soit  KCy)  ce  cycle. 

Soit  K(M,)  [ou  K'(M,)]  la  limite  vers  laquelle  tend  ce  cycle  cfuand 
le  point  y  se  rapproche  d'un  point  M,-  appartenant  à  la  coupure  O  A,- 
par  la  première  lèvre  de  cette  coupure  (ou  par  la  seconde  lèvre),  de 
sorte  que  K(M,  )  [ou  K'(Mj|  représentent  l'ensemble  des  points  com- 
muns à  la  surface  S(M  )  et  à  I^cjia,[3,B/,-(ou  àSe^a,  j3,vi  B^^). 

On  aura  alors  (puisque  -ïaB*  représente  un  cycle  fermé  sur  le  po- 
lyèdre J*) 

(7)  Sc,B,=-^i:3,a,^,B,^  Sc.a,^,.,  B,; 
d'où 

(8,    ï:r,a,p,F,^.i:o,a,^,B,4^i:£,a,?,  ,B,--s,a,;5,B,-f-i:o,?,F^, 
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OU,  en  réduisant  toutes  les  variétés  à  leurs  points  coinnuins  avec  la  sur- 
face S(  M,), 

(9)  S(:,M,F;  =  S0,M,B,  +  K'(M,)  -  K(M,); 
c'est-à-dire  quon  doit  avoir,  sur  le  polyèdre  P^ , 

(10)  K,~K(M,)-K'(M,), 

car  i;0^  M,I^A  'l'est  autre  cliose  que  le  cycle  tpie  nous  avons  appelé  plus 
haut  K.,. 

Si,  d'ailleurs,  la  condition  (lo)  est  remplie,  on  pourra  trouver  des 
nombres  T  de  façon  à  satisfaire  à  la  congruence  (9);  on  aura  alors,  en 
faisant  tondre  M,  vers  A,, 

i:r,a,F,E^Se,a,B,+  K'(A,)-K(A,). 

Or,  par  hypollièse,  K,  est  un  cycle  évanouissant  pour  le  point  sin- 
gulier A,;  de  sorte  <pie 

D'ailleurs, 

K'(A,)  =  K(A,)  =  S£,a,B,. 
Donc 

-■CÂa,F,HF-:o; 

ce  qui  signifie  que  l'ensemble  des  faces  }i^'«^a,P^  forme  une  surface 
fermée;  cela  ne  peut  arriver  que  si 

ou  si  i;'Cj^a,Fy^  représente  la  surface  S(K,)  tout  entière  ou  une  des  com- 
posantes de  cette  surface,  dans  le  cas  où  celle  surfaïc  est  di'-conqx)- 
sablc  (\o\r  si/pra,  p.   182). 

Si  nous  laissons  de  côté  ce  dernier  cas,  (pii  ne  se  présentera  pas  avec 
les  surfaces  n'admetlanl  que  des  singularili'-s  ordinaires  au\(pielles 
M,  Picai'd  ramène  toutes  les  autre»;,  et  (|iii.  daillenis.  pnunait  être 
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traité  comme  plus  haut  (p.  182),  on  voit  que  l'on  peut  toujours  sup- 
poser 

3:r,a,F,  =  /.S(A,), 

Il  étant  un  entier;  ou 

Or,  dans  la  congruence  (9),  on  peut  remplacer  "CÂ  par  X.',.  —  n  sans 
que  la  congruence  cesse  d'avoir  lieu,  car,  la  surface  S  (M,)  étant 
fermée,  on  a 

2:m,f,^o. 

Nous  pourrons  donc  toujours  supposer  que  l'identilé  (11)  a  lieu.  Il 
vient  alors 

Or,  si  nous  tenons  compte  de  l'identité  (11)  et  si  nous  décomposons 
les  faces  F'  en  faces  F' ,  nous  posons 

-v:r,?,F,  =  io;?,F^; 

nous  retrouverons  la  congruence  (8)  et,  en  ajoutant  la  congruence  (7  ), 
nous  aurons  enfin  la  congruence  (6). 

Ainsi,  à  chaque  système  d'homologies  telles  que  (^10  )  correspond 
une  homologie  entre  les  faces,  et  il  n'y  en  a  pas  d'autres. 

Nous  vérifions  également  que  la  combinaison 

S  3 -F" 

qui  représente  la  surface  de  Riemann  S„  tout  entière  et  qui,  par  con- 
séquent, est  congrue  à  zéro,  n'est  pas  homologue  à  zéro. 

Si,  en  effet,  on  avait  une  congruence  de  la  forme  (6),  tous  les  6' 
étant  nuls,  on  devrait  avoir  une  homologie  de  la  forme  (10),  les 
cycles  K,  étant  nuls;  ce  qui  veut  dire  cjue  le  cycle  K(j')  serait  inva- 
riant pour  toutes  les  substitutions  du  groupe  de  Picard. 

Les  cycles  K'(M,)  et  K(\I,)  ne  seront  alors  pas  autre  chose  que  ce 
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que  nous  avons  appclô  Q^  ol  iî,  dans  le  paragraphe  précédent  :  nous 
retrouverons  alors  Ihomologie  (5)  du  paragraphe  précédent,  laquelle 
ne  différera  que  par  les  notations  de  Thomologie  (p)  du  présent  para- 
graphe; il  suffit,  en  effet,  pour  passer  de  l'une  à  l'autre,  d'annuler 
les  0',  de  changer  K'(M,)  en  il-,  K.(M,)  en  i2,,  et  d'écrire  0^  ;iu  lii-ii 
de  t'^.  Pour  adopter  les  notations  du  paragraphe  préeédciil,  il  t'aul 
écrire  eniin  ^^B^  au  lieu  de  e^Ba. 

Dans  ce  cas,  nous  aurons  entre  nos  cases  la  congruence  (a)  tlu  para- 
graphe précédent  qui  s'écrit 

ou.  eu  revenant  auv  notations  du  jtrésent  paragraphe. 

(]ela  montre  que  le  prrniicr  iiicnihre  de  (6)  doit  être  identique- 
ment nul,  c'est-à-diic  i|ue  non  seulement  les  0',  mais  les  0"  doivent 
être  nuls. 

Ainsi,  toute  homoiogie  entre  les  faces  pF"  se  réduit  à  une  identité, 
et,  en  particulier,  on  n'a  pas 


^-?,F 


c.  o.  F.  n. 


A\aiU  de  lonclurc,  je  dois  encore  examiner  h's  congruences  où 
entrent  des  cases  de  la  catégorie  i .  Nous  venons  de  voir  qu'il  ne  peut 
\  avoir  plus  d'une  pareille  congruence,  ou  plutôt  que,  s'il  v  avait  deux 
pareilles  congruences,  elles  ne  seraient  pas  distinctes  el  qu'on  pourrait 
passerde  l'une  à  l'autre  en  ajoutant  nue  hniniihigie. 

\  oyons  s'il  existe  une  |>areille  congruence. 

MO  ÏîaCa-^H         o. 

où  il  est  une  comhinaison  de  laces  des  catégories  aji  et  ^.  D'ahord 
nous  devons  supposer  que  ils^  n'est  pas  ind,  sans  (pnii  l'on  pourrait 
ramener  ;'i   une  des  congnienees  /•liHliii-.  pin^  Imul. 
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.rajoute  que,  s'il  existe  une  congruence  de  cette  forme  (l'-i)  où  ^t^ 
ne  soit  pas  nul,  cette  congruence  est  certainement  distincte  des  précé- 
dentes, car  il  ne  peut  pas  y  avoir  d'homologie  de  la  forme 

(  i.'-i  )  i:£^(;^  ^  H ~  0 

sans  que  i^c^^  soit  nul. 

Existo-t-il  donc  une  cujigruence  de  la  forme (  i  2j'?  l'our  le  démontrer 
sans  m'exposer  à  une  discussion  qui  serait  assez  longue  sans  être 
difficile,  je  supposerai  que,  parmi  les  sommets  du  polyèdre  P,  en 
figurent  m  (que  j'appellerai  C,,  Cj,  ...,  C,„),  si  m  est  le  degré  en  j  de 
l'équation  f(x,  y,  z)  ^  o  et  qui  correspondent  à  une  valeur  donnée 
de  X,  par  exemple  x  =  x„  (voir  infra,  §  o). 

Alors  la  combinaison  C,  -i-  C,  -t-  . . .  +  C,„,  que  j'écrirai  pour  abré- 
ger, SQ.  n'est  autre  chose  que  la  surface  de  Riemann  représentée 
par  l'équation  entre  y  el  z 

./■«'•^■.mJ;  -' =  "■ 
On  a  alors 

se,  ^i:c,a,!ï, --i:C,a,^,  ,: 

les  m  sommets  C,,  Co,  ...,  C,„  ne  faisant  que  s'échanger  quand  on 
passe  d'une  des  lèvres  de  OA,-  à  l'autre  en  tournant  autour  de  A,,  nous 
aurons 

et,  par  conséquent, 

SC^o. 

Cette  congruence  est  bien  de  la  forme  (  12  )  et 

i;  £*  =  m  }:  o . 

Nous  avons  donc  d'abord  deux  cycles  à  deux  dimensions  singuliers 
(jui  sont  les  deux  surfaces  de  Riemann  correspondant,  l'une  ày  =  o  et 
l'autre  à  ,r  =  x„. 

Pour  former  les  autres  cycles  à  deux  dimensions,  il  suffit  de  consi- 
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dércr  y  cycles 

K.,     K, K,, 

corrcspoiulant  aux  q  jioiiils  siiiijiilicrs 

A,.     A, \,,, 

cliacmi  deux  i"laiit  ('vaiioiiissaiil  par  ia[)|)<)rl  au  [loiiil  siiii^Milicr  (jiii  lui 
correspond;  ces  cvclcs  doivent  daillcurs  satisfaire,  sur  le  polvèdre  P, 
à  la  condition 

i:K,~o. 

Deux  systèmes  de  cycles 

K,,     K,,      ....     K,,, 
K;,      k,,      ....     K' 

nous  donneront  deux  cycles  à  deux  dimensions  distincts,  à  moins  que 
Ton  nait  (sur  P) 

K;-k,~K  (M,)  -  K(M,), 

K(  )')  étant  un  cycle  quelcou([uc  du  polyèdre  P. 

Si  nous  désifjnons  par  U,  et  U^  ce  que  deviennent  les  cycles  K,- et 
K,  quand  le  point  M,  vient  en  O;  par  Q,  ce  (pie  devient  le  CNcle  K.(j') 
(piand  le  poinl^'  tend  vers  O  dans  Tanj^le  A,  .,0A,,  alors  cela  sijjnifie 

que  nous  d('\r()ns  avoir  sur  S,, 

i:i;,~o,      iL^'-o, 

et  rpie  nous  ne  devrons  pas  avoii,  si  nousNouions  deux  eveles  disliuels. 

Voyons  combien  nous  obtiendrons  ainsi  d<>  cycles  distincts,  cl  pour 
cela  combien  nous  obtiendrons  de  conisruiMices  distinctes  de  la  forme 
indiquée,  et  nous  ru  n'Iiaiiclinous  li-  noinl>n-  des  lionioioi^ifs  dis- 
tinctes. 
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Formons  le  Tableau  des  cycles  évanouissants  relatifs  aux  différents 
points  singuliers  A,.  Nous  en  distinguerons  de  deux  sortes  : 

1°  Ceux  qui  seront  de  la  forme  Q' —  ù,  Q,'  étant  le  transformé  du 
cycle  Q  par  la  substitution  du  groupe  de  Picard  qui  correspond  à  A,. 
Ce  sont  les  seuls  qui  existent  en  général. 

1°  Les  cycles  évanouissants  de  la  seconde  sorte  seront  ceux  qui  ne 
seront  ni  de  cette  forme,  ni  une  combinaison  de  cycles  de  cette 
forme. 

Evidemment,  pour  chacun  des  points  singuliers,  nous  devons  réduire 
le  nombre  de  ces  cycles  évanouissants  autant  que  possible;  nous  ne 
devons  donc  faire  figurer  dans  notre  Tableau  que  des  cycles  linéaire- 
ment indépendants.  Si  donc  ces  cycles  sont 

/»,  ,  co,  4-  m, ^  -I-  ...  -I-  /»,.,,,(.0y„ 

le  Tableau  des  coefficients  entiers  m  aura  ip  colonnes  et  k  lignes 
(k<^2p),  et  les  déterminants  formés  en  supprimant  dans  notre 
Tableau  ip  —  k  colonnes  quelconques  ne  devront  pas  être  tous  nuls  à 
la  fois. 

Réunissons  maintenant  les  Tableaux  relatifs  aux  q  points  singu- 
liers; le  Tableau  total  aura  2p  colonnes  et  I.k  =  ^  lignes.  Si  les  déter- 
minants formés  en  supprimant  dans  ce  Tableau  [jl  —  2.p  -{-  r  lignes  et 
/■  colonnes  sont  tous  nuls,  mais  que  les  déterminants  formés  en  suppri- 
mant/3 —  -ip  -h  r  -h  i  lignes  et  /•  -f-  i  colonnes  ne  soient  pas  tous  nuls, 
le  nombre  cherché  des  congruences  distinctes  sera  p.  —  2/7  -f- /•  -f-  i  (ou 
[A  —  2p  si  les  déterminants  formés  en  supprimant  u.  —  ip  lignes  ne 
sont  pas  tous  nuls). 

Pour  avoir  le  nombre  des  homologies  distinctes,  il  faut  chercher  le 
nombre  des  combinaisons  de  cycles  U,,  Uo,  . . .,  U^  telles  que  l'on  ait 

Chaque  cycle  Q  donnera  évidemment  naissance  à  une  pareille  com- 
binaison;  mais  si  deux  cycles  Çl  et  Q!  ne  diffèrent  que  par  un  cycle 
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invariant  par  iap|)i)rt  an  irroupo  de  l'icaid,  ils  flonn(M-onl  naissance 
à  la  niriuo  combinaison.  Ki'  nombre  des  homoloij;i<'S  est  donc  égal  au 
nombre  lolal  des  cycles,  soil  ip,  moins  le  nombre  des  cycles  invariants 
distincts  que  j'appelle  ii. 

I.e  nombre  des  cycles  à  deux  dimension.-  dislincls  (  \  ruinpris  h-.s 
ilcii.r  ryrli's  si iiiiulli-r.s  )  sera  donc 

2  -+-  (  UL  +  -ip  -i-  I  )  —  {  Il  ~   >.p). 

Vovons  comment  peuvent  être  enf^endrés  ces  cycles  à  deux  dimen- 
sions non  sinjïnliers,  en  nous  restreignant  au  cas  le  plus  général,  c'est- 
à-dire  à  celui  on  il  îi"\  a  |)as  de  r'\c\r  évanouissant  di'  la  seconde  sorte. 
Dans  ce  cas.  on  a 

iv,  =  r,-r„ 

r,  étant  un  cycle  et  T-  son  transl'ormé  par  la  s\d)slitiilii>ii  (|iii  corres- 
pond à  A,. 

Décrivons  donc  dans  le  plan  des  v  des  lacets  L,,  L^,  ..  .,1-.^,  ])arlant 
du  |)oiut  O  et  V  abonlissanl.  <!  eninnrani  res|)ectiveirient  les  points 
singuliers  A, ,  A.^,  ..    .  A,^. 

Soil  r,  un  cycle  de  la  surface  So  ;  quand  y  |)artant  du  point  O 
décrira  le  lacet  F.,,  la  surface  S  et  le  cycle  se  déformeront;  quand  y 
reviendra  au  point  O,  ce  cycle  sera  devenu  le  cycle  T-  de  S(,;  dans 
son  mouvement,  il  aura  ('iigendri'  iiik-  surface  7,  liniiu-e  par  les  deux 
courbes  fermées  \\  cl  1", . 

Si  alors  ou  a 

r,  -  r, 4-...-^i\=^r,  •  r,4-..      i\, 

lensemble  des  surfaces  cr,  -+-  a,  -!-  . . .  -h  a,,  formera  mx'  snrfaie  fermée. 
Ce  sera  notre  cvcle  à  deux  dimensions. 


^  k.        Cycles  à  une  dimension. 

I,e  piobicinc  des  cycles  à  une  <limrn>iiin  a  e|i'  ciilièrenienl  résolu 
par  M.  Picard;  je  u'aniai  donc  >\[i',[  liadiiirc  a\cc  nos  notations  le  rai- 
sonnement de  M.  i'icar<l. 
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(Cherchons  quelles  sont  les  congrueiices  entre  les  arêtes.  Ainsi  (jiie 
nous  Favous  vu  au  début  du  paragraphe  2,  nous  pouvons  toujours 
supposer  qu'une  pareUle  congruence  ne  contient  pas  d'arêtes  de  la 
catégorie  a.  Notre  congruence  devra  donc  être  de  la  forme 

(0  SO,a,^,Q  +  ïO,^,BV.=^o. 

Observons  (pie 

^o;?,b;       II' 

H  et  H'  étant  un  ensemble  de  sommets  de  la  catégorie  ^.  Jl  \ient  donc 
i:0,a,C,+ H  4-H  =-o, 

et,  comme  les  sommets  a'Q  ne  peuvent  se  réduire  ni  avec  les  sommets 
de  la  catégorie  J3,  ni  avec  ceux  de  la  catégorie  a  où  l'indice  de  a  serait 
différenl  de  /,  on  doit  avoir 

{■2)  v:e,a,Q  =  o, 

la  sommation  étant  étendue  à  tous  les  sommets  a,(  ]^  appartenant  à  un 
même  indice  i,  mais  aux  divers  indices  /r. 

Que  signifie  cette  identité  {■2);  (puuid,j  venant  en  A„  le  polyèdre  P;. 
dégénère,  plusieurs  sommets  peuvent  se  confondre,  mais  aucun  ne 
peut  disparaître  (tandis  qu'il  peut  y  avoir  disparition  d'arêtes  ou  de 
faces).  La  somme  alg;ébrique  de  tous  les  coefficients  Ô^  relatifs  aux 
divers  sommets  a,C^,  qui  se  confondent  en  un  seul,  doit  donc  être 
nulle;  donc  la  somme  de  tous  les  ()',.  est  nulle  : 

(3)  10,  =  o. 

A  cause  de  la  relation  (^3),  nous  pouvons  trouver  sur  le  [)olyèdre  P' 
une  combinaison  d'arêtes  ïw^  B^  telle  que 

(i)  >:r,B,^vo,(;,. 
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On  aura  alors 

D'ailleurs,  lorsque  y  vient  eu  A,,  les  arêtes  el  les  soininets  H^  et  C^ 
du  polyèdre  P^  deviennent  les  arêtes  et  les  sommets  a,B^  el  a,C^; 
nous  av(ms  donc  la  coiiijruencc 

ou,  à  eauso  de  (  u), 

ï:;a,B,=o. 

(Jelle  congruence  signilie  (jue  la  combiiiaisoii  iI.I^a,L)^  luiiiu'  un 
cycle  fermé  sur  la  surface  de  Riemann  S(A,).  Mais,  quand,  y  venant 
en  A,,  la  surface  de  Riemann  dégénère,  des  cycles  peuvent  disparaître, 
mais  il  n'arrive  jamais  que  des  cycles  nouveaux  apparaissent.  Donc,  au 
cycle  S»;^a,B^  correspondra  sur  la  surface  S(M,)  au  moins  un  cycle 
fermé  S;£^M,R^,  scréduisantà  l"w^a,B^  pour  M,  =  a,,  de  sorte  que  l'on 
ait 

(6)  ïe,M,B,^o, 

i:£,a,B,  =  2:r,a,B,. 

Si  alors  nous  remplaçons  'Ç^  par  'C^  —  î^,  la  eongruence  (  'i )  subsis- 
tera encore  à  cause  de  (G);  la  eongruence  (5)  sera  encore  également 
Maie,  el  l'on  ani'a 

ïir, -c,)a,B, -u. 

Nous  pouvons  donc  toujours  supposer  que  les  '«^  aient  été  choisis  do 
telle  façon  que 

(7)  i:r,«,B,  =  o. 

Si  nous  raj)iii  Ml  1 11)11  >  la  c<)iigruenee(  ">)  de  l'iilentilé  [  -  ),  nous  aurons 
riinlii(i|oi;ic 

(.«>  i:o,a,;ï,(:,~i:r,?,B, 
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et,  en  ajoiilant  cette  homologie  à  (i),  il  vient 

où  ne  figurent  plus  que  des  arêtes  de  la  catégorie  ^. 

Nous  pouvons  donc  toujours  supposer  cjue  notre  congruence  (i)  ne 
contient  que  des  arêtes  de  la  catégorie  [3.  C'est  le  théorème  de  Picard, 
d'après  lequel  un  cycle  à  une  dimension  peut  toujours  être  ramené  dans 
une  position  telle  que  j^  soit  constant  tout  le  long  de  ce  cycle. 

A  chacun  des  cycles  fermés  de  la  surface  So  correspond  donc  une 
congruence  de  la  forme  (i),  mais  toutes  ces  congruences  ne  sont  pas 
distinctes.  C'est  ce  qu'a  montré  M.  Picard.  Soient  co,,  co.-,,  ...,  w.,^ 
les  2p  cycles  de  S„,  et  supposons  qu'une  substitution  S^  du  groupe  de 
Picard  change  co,  en 

/»,  w,  -h  /N.^ix>.^  -+-...+  m.,pOj.,p, 

on  aura  l'iiomologie 

(9)  (x>,r^  //^,oj|  +  //i.,t<i.^  +  . .  .-I-  m.,p(D.,p. 

Ces  homologies  réduisent  le  nombre  des  cycles  à  une  dimension, 
et  M.  Picard  a  même  montré  que,  pour  la  surface  algébrique  la  plus 
générale,  ce  nombre  se  réduit  à  zéro. 

Appelons  cycles  subsistants  ceux  qui  ne  sont  pas  une  combinaison 
linéaire  de  divers  cycles  évanouissants  par  rapport  à  divers  points  sin- 
guliers A,.  Ce  sont  ceux  cjui  restent  distincts  quand  on  tient  compte 
des  homologies  (9).  Et,  en  efl'el,  l'homologie  (9)  exprime  que  le 
cycle 

co,-  IWaCOa 

est  évanouissant  par  rapport  au  point  singulier  cpii  correspond  à  la 
substitution  S^  du  groupe  de  Picard. 

Il  y  a  donc  autant  de  cycles  à  une  dimension  que  de  cycles  subsi- 
stants. ÎVous  avons  vu,  d'autre  part,  qu'il  y  a  autant  de  cycles  à  trois 
dimensions  cpie  de  cycles  invariants. 
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Or,  d'après  le  llicorèiuc  foiidainontal  sur  los  nombres  de  Hclli,  il 
doit  V  avoir  autant  de  cycles  à  une  dimension  que  de  eyeles  à  trois  di- 
mensions. 

Il  doit  donc  j  aNoii  aulaiil  de  cxcles  subsistants  <|iie  de  r-\(les  in\a- 
riants. 

C'est  ce  que  nous  allons  vorilier. 

Cette  ^éri^lcation  est  aisée  s"il  ii  y  a  pas  de  cNcles  é\aiiouis>anl>  de 
la  seconde  sorte. 

Rappelons,  en  etlet,  ([ue  le  groupe  de  l'icard  esi  d'une  l'orme  parti- 
culière. 

Soient  CD,,  to.,.  ....  to.,g,  les  cycles  roiidanienLaux  et  envisageons  la 
forme  bilinèaire 

<&  =  w!jW,  -     co,  oj^  —  w.tO;,  -    (o.|Oj.,  +-...-+-  oj  .ojj/.  I       <^^..,,  I  ^'^•j/.- 

Pourvu  que  les  e\eles  londaineiilauv  aiciil  iMe  eonNenalileuiciil  eluu- 
sis,  si  Ion  fait  subir  aux  m  l'une  des  sulistiliitidiis  linéaires  du  groupe 
de  Picard,  et  qu'on  fasse  subir  en  même  temps  aux  co'  cette  même  sub- 
stitution linéaire,  la  forme  <P  demeure  inaltérée.  I)'aulre])art,  le  nombre 
des  cycles  subsistants  sera  le  même  que  celui  des  solutions  distinctes 
du  système  (A)  d'équations  linéaires  obtenues  en  égalant  cbaipie  cycle 
fondamental  à  son  transformé  par  chacune  des  substitutions  de 
l'icard. 

Soitalors  ï///,co,  un  cycle  invariant;  comme  rex|iressii>ii  ïi///,oj,  ])eul 
être  assimilée  à  la  forme  linéaire  •!>,  en  faisant 


comme,  d'autre  ]iart,  -///,co,  se  cliange  en  l///,(o,  (piaiid  les  co  suliissenl 
une  des  subtiiinijons  liiu'aires  du  grimpe  Ai'  Picard,  iiniis  devons  con- 
clure (pie  le  SNsIriuc  (le  \aleurs 

/!! ^.      i/i , .  m^.      III  ^.      ... 

est  son  propre  transformé  pai' celte  substitution  liiu'aiii'.  <  1  est  donc  une 
solulif)!i  du  svstème  (A  )  dont  nous  venons  de  parler. 

(  )u  voit,  d'ailii'iiis,  (pi";'i  deux   nu    |ilusieuis  c\ele>  iii\  allants  iiiii-ai- 
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rement  indépendants  correspondront  ainsi  deux  ou  plusieurs  solutions 
du  système  (A)  linéairement  indépendantes,  et  inversement. 

Il  V  aura  donc  autant  de  cycles  subsistants  que  de  cycles  invariants. 

c.    Q.    F.    n. 

(^u'arrivera-t-il,  maintenanl,  s'il  y  a  des  cycles  évanouissants  de  la 
seconde  sorte  ? 

J'ai  déjà  dit  que  ce  cas  ne  peut  se  présenter  pour  ces  surfaces  à  sin- 
gularités ordinaires  auxcjuelles  M.  Picard  a  ramené  toutes  les  autres 
(t.  I,  p.  8.5).  Il  est  vrai  qu'il  pourrait  avoir  lieu  pour  d'autres  surfaces 
si  l'on  voulait  les  étudier  sans  leur  faire  subir  préalablement  la  trans- 
formation de  M.  Picard;  mais  ces  surfaces  présenteraient  un  point 
singulier  d'une  nature  spéciale,  et  la  variété  V  à  quatre  dimensions 
'  engendrée  par  cette  surface  présenterait  elle-même  un  point  sin- 
gulier. 

Or,  les  théorèmes  généraux  qui  nous  occupent  et  que  nous  avons 
démontrés  dans  VAnalysis  Siiùs  et  ses  compléments  ne  sont  pas  appli- 
cables aux  variétés  V  présentant  des  points  singuliers;  ils  cesseraient, 
en  général,  d'être  vrais  pour  ces  variétés,  à  moins  cpie  l'on  ne  fasse  des 
conventions  spéciales. 

La  question  même  de  savoir  si  un  cycle  évanouissant  de  la  seconde 
sorte  doit  être  regardé  comme  homologue  à  zéro  dépend  encore  des 
conventions  également  légitimes  que  l'on  peut  faire.  Il  est  vrai  qu'un 
pareil  cycle  sert  de  frontière  complète  à  une  variété  à  deux  dimensions 
faisant  partie  de  V;  mais  sur  cette  variété  se  trouve  un  point  singu- 
lier de  V. 

Pour  faire  comprendre  la  difficulté  cjui  en  résulte,  prenons  un 
exemple  beaucoup  plus  simple;  imaginons  dans  l'espace  ordinaire  une 
surface  présentant  un  point  conique,  ou  plus  simplement  encore  un 
cône  de  révolution  avec  son  prolongement.  Soit  S  le  sommet  du  cône, 
C  une  des  circonférences  de  ce  cône.  Dans  un  sens,  la  circonférence  C 
est  la  frontière  complète  d'une  région  de  ce  cône,  celle  qui  est  comprise 
entre  la  circonférence  C  et  le  sommet  S.  Mais,  d'un  autre  côté,  une 
ligne  tracée  sur  le  cône  pourra  sortir  de  cette  région  sans  traverser  C, 
si,  en  passant  par  le  sommet  S,  elle  passe  d'une  nappe  du  cône  à 
l'autre. 

Dans  ces  conditions,  il  semblera  préférable  de  laisser  de  côté  ces  cas 
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singuliers  el  de  se  borner  à  ces  surfaces  à  singularités  ordinaires  aux- 
quelles toutes  les  autres  peuvent  être. ramenées. 

§  .ï.  —  Remarques  diverses. 

Dans  la  suite  des  démonstrations,  nous  avons  été  amenés  à  faire 
diverses  hvpolhèscs  au  sujet  de  nos  polyèdres.  Rappelons-les  sommai- 
rement : 

i"  Xous  avons  supposé  tjue  (^voir  p.  i;4)  1'"  polyèdre  que  nous 
avons  appelé  P'  restait  homéomorphe  à  lui-même  quand  j'  suivait  la 
coupure  OA,  depuis  A,  jusqu'en  O. 

3"  Mous  avons  comparé  i^voir  p.  182)  la  surface  de  llieuiann  S„,  qui 
correspond  au  point  O,  à  la  surface  de  Riemann  S  (M)  qui  corres- 
pond an  point  M,  et  nous  avons  dit  qu'on  pouvait  faire  correspondre 
ces  deux  surfaces  point  par  point.  ÎSous  nous  sommes  servi  de  cette 
correspondance  pour  définir  les  cycles  U,  et  U^  rpii  correspondent  sur 

s„  à  ii,  et  q;  . 

3°  Nous  avons  admis  ensuite  (p.  i83)  que,  quand  le  point  M  varie 
depuis  A,  jusqu'à  Mo,  les  deux  cycles  U,  et  Uj ,  d'abord  confondus, 
balayent  une  certaine  région  R  de  So  à  laquelle  correspond,  sur  S(M9), 
larégioni:0;^M„F;. 

4"  Xous  avons  admis  que,  (piaiid  l<'  [loiiil  \l  décrit  successivement 
les  deux  lèvres  de  la  coupure  OA,,  puis  les  deux  lèvres  de  OAj.  .  .  ., 
et,  enfin,  les  deux  lèvres  de  la  coupure  OA,,,  le  cycle  mobile  U,  (qui 
revient  à  sa  situation  initiale  i2','  après  avoir  occupé  une  série  continue 
de  situations  successives)  ne  balaye  pas  la  surface  S„  tout  entière. 

5"  Nous  avons  dit  (p.  191)  que,  si  la  surface  /(.r,y,  z)  =  o  a  été 
ramenée,  par  les  procédés  de  M.  Picard,  à  ne  posséder  que  des  singu- 
larités ordinaires,  à  cbaque  point  singulier  A,  correspond  un  seul  cycle 
évanouissant. 

()°  Nous  avons  supposé  (p.  11)7)  que  paiini  li's  sonnuets  île  P  en 
figurent  m  qui  correspondent  à  une  valeur  constante  de  .r,  par 
exemple  .r  =  o. 

La  b'gilimité  de  ces  liypollièsrs  (•laiil  à  pi'ii  piès  i''\idrnlc.  jf  nai 
pas  \oulu   intiMi-onqu'i-  les  raisninnMiiriils  drs  pai  Mur.iphcs  |)riH'Hlenlii, 
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pour  en  donner  une  démonstration  explicite.  Je  n'aurais,  d'ailleurs,  pu 
le  faire  qu'en  particularisant  le  polyèdre  P,  c'est-à-dire  en  faisant  des 
hypothèses  particulières  sur  la  manière  dont  la  surface  de  Riemann  S 
est  subdivisée  en  polyèdre. 

Je  crois  utile  maintenant  de  revenir  sur  ces  diiVèrents  points  cl  de 
faire  la  démonstration,  en  adoptant  une  quelconque  de  ces  hypothèses 
particulières  sur  P. 

On  pourrait,  par  exemple,  construire  le  polyèdre  P  de  la  façon 
suivante  : 

Commençons  par  réduire  la  surface  /  ^  o  à  n'avoir  que  des  singu- 
larités ordinaires. 

Donnons  à  y  une  valeur  quelconque,  et  considérons  la  surface  de 
Riemann  S  correspondante.  Cette  surface  se  composera  de  ni  feuillets 
appliqués  sur  le  plan  des  x  (si  l'équation  /"  =:  o  est  de  degré  m  en  z). 

Marquons  sur  le  plan  des  x  l'origine  O  et  les  points  singuliers  cor- 
respondant aux  équations 

/=o,         ^=o. 

Soit  n  le  nombre  de  ces  points  singuliers;  soient  B,,  Bj,  . . .,  B„  ces 
points  singuliers.  Joignons  le  point  O  aux  «points  singuliers  B,,  B^,,  ..., 
B„  par  n  coupures  OB,,  OB,,  ...,  0B„  ne  se  coupant  pas  mutuelle- 
ment et  se  succédant  autour  du  point  O  dans  l'ordre  sus-indiqué. 

On  obtiendra  la  surface  de  Riemann  de  la  façon  ordinaire  en  rac- 
cordant la  première  lèvre  de  l'une  des  coupures  sur  un  des  feuillets 
avec  la  seconde  lèvre  de  cette  même  coupure  sur  un  autre  feuillet.  Par 
le  tracé  de  ces  coupures,  la  surface  de  Riemann  sera  ainsi  subdivisée 
en  un  polyèdre  qui  sera  notre  polyèdre  P. 

On  voit  que  ce  polyèdre  a  ni  faces  (qui  sont  les  F^)  et  cjuc  chacune 
de  ces  faces  est  un  polygone  de  in  côtés. 

Qu'arrive-t-il  maintenant  quand  on  fait  varier  jk?  Les  points  singu- 
liers B  vont  se  déplacer;  les  coupures  OB  se  déformeront,  et  nous  sup- 
poserons c}u'elles  se  déforment  de  façon  à  ne  jamais  se  couper  et  à  se 
succéder  toujours  dans  le  même  ordre  autour  de  O.  Quand  j'  décrira 
un  petit  contour  fermé,  cette  déformation  pourra  se  faire  de  telle  façon 
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(|uc  les  coiijMires  rc%  it'inu'iil  à  leurs  positions  piiinilives,  à  moins  qu  il 

n'v  ait  à  rintt'riour  du  contour  un  point  singulier. 

Les  [toiiils  sin;4uliers  ])ossililos  sont  de  deux  sortes  : 

I"  Dalioid  ceux  ((ui  eorrespoiident  aux  cas  où  dmix  <les  points  sin- 
lîuliers  IJ  séciianjient  entre  eux  i  un  raisonnement  de  M.  Picard 
montre  (jue  si  la  surface  /=  n  n",i  (pie  des  sinjjularités  ordinaires, 
cela  ne  peiil  arriver  (pie  si  le  |)lan  y  =  consl.  est  lancent  à  la  surface 
/-o); 

2"  Puis  Cl  iix  (|ui  c(iriesp(iu(leiit  aux  cas  où  Tun  des  points  sini:u- 
liers  B  vient  en  O. 

Les  points  sinj^uliers  de  la  seconde  sorte  ne  sont  pas  essentiels,  et 
j'aurais  pu  les  faire  dis|(arailre  si  je  navais  cru  jiliis  avantas;eux  de  les 
conserver. 

Je  d(''signe  tous  ces  points  singuliers  par  A,,  A^,,  ....  A^  et  je  trace 
dans  le  plan  des  y  les  coupures  ()A,,  OAj,  ...,  OA,,. 

Tant  (pie  \'  ne  francliil  pas  ces  coupures  OA,  les  coupures  ()B 
peuNcnt  se  déformer  de  façon  à  ne  jamais  se  couper  mutuelleinent,  et, 
par  consécpieiil,  de  fa(;(}n  que  P  reste  homéomorphe  à  lui-même,  et 
en 'mènu'  leuip-  de  fa(;(ui  (pie,  si  r  (h'^cril  iiii  contour  fermé,  ces  cou- 
pures 01!  ii'\  ii'iiiiciil   à  leurs  positions  iiiili.iles. 

Conqiaroiis  mainlenanl  les  conligiiralions  des  coupures  ()l>  quand 
y  se  trouve  eu  deux  points  infiniment  voisins  sur  les  deux  h'vres  dune 
coupure  (  )A,. 

Supposons  d'aliord  (pie  A,  soil  1111  poiiil  siiigiilier  de  la  |)reini("'re 
sorle.  Si  Ton  suppose  (|ue  la  surface  /'=:  0  n"a  (pie  des  singularités 
ordinaires  cl  (pie,  par  cons(-(|uent,  le  plan ^' =  A,  est  langent  à /'=o 
en  un  point  ordinaire,  on  voit  que,  quand^^  tourne  autour  de  A,,  deux 
des  points  singuliers,  parexenqjlc  B,  et  B.,,  s'écliangenl.  De  plus,  si  le 
point  l>,  pi-riniite  deux  des  feuillets  de  la  surface  de  Biemanii,  le 
|ioinl  l>,  (pii  s  ('•cliaiigc  avec  lui  pcniiiilci  a  les  deux  iii(''iiies  leiiillels  de 
cette  suiiaee.  .rapp(dlerai  ces  deux  leiiillels  l>-  pirtiiiiT  <'l  h' .sccuiul 
feuilli'ls  de  la  surfai-r. 

(^uand  y  avant  tourné  aiiloiir  de  A,  rcviendia  iiiiiiiiment  près  de  sa 
position  |)rimitive,  mais  sur  laulre  li'vre  de  la  coupure,  on  poui'ra 
supposer qu(.'  les  coupures  ()l>  sont  l'eveuuesà  leursitiialion  primitive, 
à  l'exception  des  coupures  (  )|),  et  <)B,.  (Jes  deux  dernières  coupures, 
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qui  occupaient  priniilivemenl  les  lignes  OB,  et  013.,  niarciuées  en 
trait  plein  sur  la  figure,  occuperont  finalement  les  lignes  (3B,  el  OH, 
marquées  en  trait  pointillé  sur  la  figure. 

On  voit  que  la  surface  de  Uiemann  peut  èlre  subdivisée  de  deux 


Fig.   I. 


^^->B,    '', 


manières  en  un  polyèdre  P,  les  deux  modes  de  subdivision  dilfèrenl 
l'un  de  l'autre  parce  que  les  lignes  pleines  OB,  el  OB,  sont  remplacées 
par  les  lignes  pointillées  OB,  et  OB,. 

Si  l'on  superpose  les  deux  modes  de  subdivision,  on  aura  le  polyèdre 
que  j'ai  appelé  P'.  On  voit  que  deux  des  m  faces  de  P,  celles  qui  cor- 
respondent aux  deux  premiers  feuillets,  ont  été  subdivisées  en  trois 
faces  partielles  désignées  sur  la  figure  par  les  lettres  (a),  (J3),  (y). 

Lorsque  j  décrira  la  coupure  OA,,  les  points  B  se  déplaceront 
d'une  manière  continue,  sans  jamais  se  confondre  ni  entre  eux,  ni  avec 
le  point  O  (sauf,  bien  entendu,  quand  j- vient  en  A,).  Il  en  résulte  que 
l'on  peut  déformer  toutes  nos  coupures  OB  (tant  en  trait  plein  qu'en 
trait  pointillé)  en  évitant  qu'elles  se  coupent  jamais  mutuellemeni . 
Cela  veut  dire  que  le  polyèdre  P'  restera  constamment  lioméomorphe 
à  lui-même.  Dire  que  P'  reste  homéomorplie  à  lui-même,  c'est  dire 
que  l'on  peut  faire  correspondre  point  par  point  la  surface  S(M)  à  une 
autre  surface  S  (M')  correspondant  à  une  autre  position  M'  de  y 
sur  0A„  et  en  particulier  à  S„.  On  remarquera  que  la  correspondance 
peut  se  faire  de  façon  qu'à  un  point  à  l'infini  sur  S(  M)  corresponde  un 
point  ta  l'infini  sur  S(M'). 
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Lorsque  y  vient  en  A,,  lo  |)ol\è(lro  P  déf^éiu'iv  :  les  deux  |)oiiUs  B, 
cl  B,  se  coufoniliiil.  Il  en  est  de  mèiuc  de  la  coupure  OB,  trait  plein 
avec  OB;,  poinlillé,  ainsi  rpu^  de  0\>,  jHtiulillé  avec  OB3  trait  plein. 
Le  polvjione  partiel  niarrpié  (^)  sur  la  fiiïure  disparait  alors. 

Pour  aller  jdns  loin,  reniai'(|nons  ipi'il  y  a  deux  coupures  ([ui  se  pro- 
jettent suivant  la  lig;ne  (3B,  en  trait  plein  ;  quand  on  suit  la  |)remicre 
(que  nous  a|)|)ellerous  B,G)  de  O  en  B,,  on  a  le  premier  l'euillel  à 
gauche  et  le  second  à  droite  ;  (piand  on  suit  la  seconde  ((jue  nous  appel- 
lerons B,D),  on  a  le  premier  feuillet  à  droite  et  le  second  à  gauche. 
Nous  définirons  de  même  B^d  et  B^D.  Si,  au  lieu  de  la  ligne  OB,  en 
trait  plein,  nous  envisageons  la  ligne  OB,  en  trait  pointillé,  nous 
obtiendrons  de  même  deux  coupures  que  j'ap|)ellerai  B,  (  î  el  BiD;  et 
je  définirai  encore  de  même  B.,G  el  B^D. 

Nous  voyons  tout  de  suite  que,  quand  )'  lounie  autour  de  A,,  les  cou- 
pures B.fict  B;,(;,  B,D  et  B;D,  B,(iet  B,(i,  BJ)et  B,D  se  per- 
mutent: que,  pour j' =  A,,  l>|(i  et  B,, (1,  ...  se  confon<lent. 

Je  désignerai  par  J3,  celui  des  polygones  partiels  [5  qui  appartient  au 
premier  feuillet  si  Ton  adopte  la  première  subdivision,  celle  qui  cor- 
respond au  trait  plein;  l'autre  polygone  ^  sappcllera  3^.. 

On  a  ainrs  les  congru-cnces 

^,=b;d-b,d  +  b;,d-B3D, 
.3^ = b;  g  -  lî ,  ( .  -t-  B  ;  G  -  B.,  G, 

(pii  nous  a|iprennenl  (|nelles  sont  celles  de  nos  con[)ures  qui  servent 
de  frontières  à  J5,  el  à  Ji^,. 

Considérons  la  combinaison 

co  =  B,D  -  l!,l)-  lî,(i  +  1!,G. 

C'est  un  cycle  de  notre  surlace  de  Kiemaïui;  (piaiid  j-  tourne  autour 
de  A,,  elle  se  change  en 

r.,l)-lî,i)       B.G  +  B.G, 

c'est-à-dire  en  — to.  C'est  donc  un  cycle  évanonissanl.   il  est  ais(''  de 
voir  qn'il  n'y  en  a  pas  d'autre. 
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Reprenons  maintenant  les  cycles  que  nous  avons  appelés  Q,,  cl  Q.\  au 
paragraphe  2.  Soit 

O,  =  "C,  B,  D  +  C,  B,  G  +  -Ç,  B3  D  H-  C,  B3  G  +  H, 

les  'C  étant  des  coefficients  entiers  et  H  une  combinaison  d'autres 
arêtes  de  P,.  Comme  le  cycle  O,  doit  être  fermé,  on  devra  avoir 

L,  -1-  uo  :=   1-3  -f-  Si  =  O, 

puisque  le  sommet  B,,  par  exemple^  n'appartient  qu'aux  deux  arêtes 
B,  D  et  B,  G.  iNous  aurons  ensuite 

ù'i  =  •c,b;d  -+-  r.B.G  +  r,B',D  +  r,B;G  +  ii. 

Car  les  arêtes  de  P,  autres  que  B,D,  B,G,  B^D,  B.,G,  ne  sont  pas 
altérées  quand  j-  tourne  autour  de  A,,  c'est-à-dire  que  H  n'est  pas  altéré. 
On  aura  donc 

i2,— i2,=    ■c,(b,d-b,g-b;d  +  b,g) 
+  (:3(B3D  — B3G-  b;d  +  b;g). 

Or,  on  a 

(b,d--b,g-b;d  +  b;g)=    (b;g-b,g  +  b;g-B3G) 

-(b;d  -b,d  +  b;d-b,d; 
-(B3D-b,d-b,g  +  b;g) 

ou 

(B,D-B,G-B3D-^B;G)  +  a)  =  p,-|i,; 
d'où 

Or,  nous  avons  supposé  que  le  cycle  ii,  est  invariani,  c'est-à-dire 
que 
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OC  qui  cviiTC  Z,  =  "^,.  Dans  ces  conflilions,  rcinvnoiis  la  cougruciice  (^T)) 
(lu  parajïiaplic  '1.  (|ui  |hmi1  scciirc 

lui  la  raji|iri>rliaiil  de  la  c(Hii;iuciicc  j)n''ci''(]ciilc,  iimis  trouvons 

10,  MF,  =  :.(?,-?.). 

*^)uaii(i  r  (  ou  M  )  vicul  eu  A,,  les  polygones  pai'licls  Ji,  et  3^  dispa- 
raissent, de  sorte  que  le  seconil  membre  de  cette  ('galiti-  disparaît;  le 
premier  se  réduit  à  lO,a,F,,  doù  Ton  lire 

lO,a,F,  =  o. 

Ainsi  se  trouve  jusliJii'  ci'  <pie  nous  avons  dit  aux  [)ai;es  i8[  et  sui- 
vantes. 

Supposons  uuiintenaul  que  A,  soit  un  [)oiul  siui^ulier  de  la  seconde 
sorte,  et  que  pour  v  =  A,  le  point  singulier  B,  vienne  en  O. 

Nous  pouvons  faire  alors  une  figure  analogue  à  la  figure  i  :  pour 
simplifier,  je  représenterai  trois  points  singuliers  seulement,  15,.  15^ 
et  B,. 

Quand  y  tourne  autour  de  A,,  la  c()U[)ure  ()V>,  reprend  sa  situation 


BjL.— 


primitive,  mais  les  coupures  OB^  et  Oh^  (trait  |)leiu  )  se  liansformenl 
clans  les  coupures  OB,  cl  OB.,  (trait  pointillé). 
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Nous  avons  d(Mi\  modes  de  sul)divisioii  et,  en  les  superposanl,  on  a 
le  polyèdre  P'. 

Chaque  face  de  1'  (c'esl-à-dirc  cliacpie  feuillet  de  S)  se  trouve  sub- 
divisée en  nn  certain  nombre  de  faces  partielles.  Dans  le  cas  de  la 
ligure  2,   il   v  en  a  cin([  désignées   sur  la  ligure  par  (a),   ('[5i),  (y). 

(0),  (0-    /  '  "^        ^  ■ 

Il  est  clair  (pie,  quand  y  décrira  la  coupure  O  A,,  on  peut  s'arranger 
pour  cjue  la  ligure  précédente  (et  par  consécpient,  le  polyèdre  1") 
reste  constamment  homéomorphe  à  elle-même. 

Je  désignerai  par  OB^  et  OB^  les  coupures  en  trait  plein,  par  OB^ 
et  OB!,  les  coupures  correspondantes  en  trait  pointillé.  Je  voiscjue,  ces 
coupures  se  coupant  mutuellement,  chacun  des  tronçons  de  ces  cou- 
pures formera  Tune  des  arêtes  de  P'.  Je  distinguerai,  sur  chacune  de 
ces  coupures,  le  tfo/iço/t  terminal,  c'est-à-dire  celui  (pii  abonlil  ;iii 
point  B^  ou  B.,. 

Quand  y  vient  en  A,,  le  polyèdre  P'  dégénère;  plusieurs  de  ses 
arêtes  se  réduisent  à  zéro,  à  savoir  l'arête  OB,  et  tous  les  tronçons  de 
OBo,  OBj,  OB,,  OB!,,  les  tronçons  tcriniiumx  exceptes.  D'ailleurs, 
le  tronçon  terminal  de  OBo  se  confond  avec  celui  de  OB!,  et  celui  de 
OBj  avec  celui  de  OB,.  Il  en  résulte  que  les  cpialre  faces  partielles  (a), 
(?))  (y)j  (^)  disparaissent. 

Il  n'y  a  pas  ici  de  cycle  évanouissant,  le  point  singulier  A,  n'étaiil 
pas  essentiel. 

Nous  avons  sur  la  figure 

OB,  -  OB:^(a)  -+-  (y)  +  (o), 
OB,-OB;,  =  (a•)  +  (?)-^(o). 

Bevenons  à  noire  cycle  ii,  ;  nous  aurons 

o,  =  ï  : ,  0 15 , 4-  i: ':,  o  B,  -^  ic,  o  B, . 

Je  mets  le  signe  S  parce  qu'il  y  a  plusieurs  coupures  (appartenant  à 
différents  feuillets  de  la  surface  de  Biemann)  (jui  se  projettent  suivant 
0B|.  On  aura  ensuite 

£2.  =  i:r,  O  B,  +  i;"C,o  B.,  +  ïi'CjOb;  ; 
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do  11 

a.- il,  =  sr,(oi'., -  or., )  +  sr;,(oi5,  -  on,), 

et,  en  coin])iuaiil  i\.la  ooiignicncc  (j)  du  ])aragra|ilii'  îi. 

ïo,  M  i-\  =  ir,  [(»  +  (y)  +  (  c  i|  +  i:r,  |(>.')  -^  (  ^  )  4-  (0)1. 

Quand  _)'  vienl  en  A,,  (a),  (y),  (o)  ilis|)aniissenl,  d(>  sorte  (ju"!! 
resle 

ce  (|ui  jii>lilie  encore  ici  ce  que  nous  avons  dit  page  i.Si. 

Supposons  que  le  point  y  décrive  les  dill'érenles  coupures  OA,, 
OAj,  ...,  OA^,  les  points  singuliers  lî décriront  rcrlaines  lignes;  nous 
pouvons  supposer  (ju'aucune  de  ces  lignes  ne  séloignc  indélininient. 
lin  eiVel,  si  cela  n'était  pas,  nous  trouverions  toujours  dans  le  plan 
des  ./•  un  petit  cercle  qui  ne  serait  coupé  par  aucune  de  ces  lignes,  et 
alors,  par  un  simple  changement  linéaire  de  variables,  nous  pourrions 
rejeter  le  centre  de  ce  cercle  à  rinlini. 

Donc,  quand  le  point  y  décrira  successivement  les  deux  lèvres  de 
O  A,,  les  deux  lèvres  de  O  A^,  etc.,  et,  enfin,  celles  de  O  A^,  les  points 
singuliers  lî  resteront  à  dislance  finie.  Nous  pourrons  donc  diriger  la 
déformation  des  coupures  013  de  façon  ([ue  ces  coupiues  restent  à 
distance  finie.  Le  cycle  i2,,  qui  est  fornii'  [)ar  une  coud)iuaison  de  ces 
coupures,  restera  donc  toujours  à  dislance  finie;  et  il  en  sera  de  même 
du  c\cle  L,,  qui  lui  correspond  sur  S„  [car  nous  pouvons  choisir  la 
correspondance  de  S(\I)  avec  S„  de  façon  qu'à  un  point  à  l'infini  sur 
S(M)  corresponde  un  point  à  linfini  sur  S„  |.  Ce  cycle  ne  pourra  donc 
balaver  la  surface  S„  lout  entière,  ce  (pii  juslifie  ce  (jue  nous  avons  dit 
page  18"). 

On  reiMarcpiria  enfin  (pie,  ])ariiii  les  soiimn'U  de  1'.  imus  eu  a\()us  /// 
ijui  correspondent  à  ./'  =  o. 

Toutes  nos  hypothèses  se  IihumuI  doiir  jusliliées. 
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Sur  la  stabililc  de  l'équilibre  relatif; 
Par  m.  p.   DUHEM. 


1.  —  Examen  de  divers  criteria  de  stabilité  pour  une  masse  animée 
d'un  mouvement  de  rotation  uniforme.  Équivalence  du  critérium 
énoncé  par  M.  H.  Poincaré  avec  celui  que  nous  avons  énoncé. 

Considérons  un  système  rapporté  à  des  axes  mobiles  et  susceptible 
de  prendre,  par  rapport  à  ces  axes  mobiles,  un  mouvement  isother- 
mique. Soit  §  son  potentiel  interne,  qui  est  le  même  soit  que  Ton 
rapporte  le  système  aux  axes  fixes,  soit  qu'on  le  rapporte  aux  axes 
mobiles. 

Soient,  pendant  le  temps  d(,  dn^  le  travail  effectué  par  les  forces 
extérieures  dans  le  déplacement  par  rapport  aux  axes  mobiles  et  dc^^  le 
travail  des  forces  centrifuges  dans  le  même  déplacement;  le  travail  des 
forces  centrifuges  composées  est  identiquement  nul;  soit  dfi  le  travail 
de  viscosité,  qui  garde  même  valeur,  que  le  déplacement  soit  rapporté 
aux  axes  fixes  ou  aux  axes  mobiles. 

Soit  enfin  'Qi  la  force  vive  rapportée  aux  axes  mobiles. 

Nous  pourrons  écrire 

(  I  )  d,\,  +  (l^,  +  dJ)  -  dj  =  dH . 

Supposons  que  les  forces  extérieures  admettent,  par  rapport  aux 
axes  mobiles,  un  potentiel  Q.,  et  que  les  forces  centrifuges  admettent, 
par  rapport  aux  mêmes  axes,  un  potentiel  V^.  L'égalité  précédente 
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pourra  s'écrire 

(2)  f/(j-|-Q^4-V^+C)  =  ,/0. 

A  celle  égalité  on  peut  a|ij)li(|uor  la  démonstration  di'  Lejoune- 
Diriclilct,  modifiée  au  besoin  comme  nous  l'avons  indiqué  ('),  si  le 
système  dépend  d'un  nombre  illimité  de  paramclres.  On  sera  conduit 
ainsi  à  la  proposition  suivante  : 

Un  système  est  assurément  en  équilibre  relatif  stable  dans  un 
état  où  la  somme 

(3)  «!),.  =  j  +  Q^^V^ 

a  une  l'aleur  minimum  parmi  toutes  celles  que  pement  lui  faire 
prendre  les  déplacements  isofhermiques  virtuels  du  système. 

Supposons,  en  particulier,  que  le  système  des  axes  fixes  et  le  sys- 
tème des  axes  mobiles  aient  même  origine  et  même  axe  des  ;:  et  que  le 
système  des  axes  mobiles  tourne  uniformément  autour  de  l'axe  des  - 
avec  une  vitesse  angulaire  w^-  La  force  centrifuge  appliquée  à  une 
masse  élémentaire  dm,  de  coordonnées  x\  y',  z'  par  rapport  aux 
axes  mobiles,  a  pour  composantes  : 

X,,  =  (mIjc' dm,  ^c  =  ^„y  dm,         Z^  =  o, 

en  sorte  que  Ton  aura 

\r  =  -^f(x''-^y')dm 
ou  bien 

(4)  \,  =  -'^fr^dm, 

r  étant  la  distance  de  la  masse  d/n  à  l'axe  de  rotation. 

(')  JRec/ierches  sur  l'Nvetrodynamif/ue,  i"  Parlie,  Chap.  II,  §  3  (Annales 
de  ta  Facutlé  des  Sciences  de  Toulouse,  2'  série,  t.  III,  1901,  p.  302).  —  Sur 
ta  stabilité,  pour  des  perturbations  quelconques,  d'un  système  animé  d'un 
mouiement  de  rotation  uniforme  {Journal  de  Mathématiques  pures  et  appli- 
quées, 5*  série,  t.  VIII,  1902,  p.  5). 
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Un  déplacement  virtuel  quelconque  par  rapport  aux  axes  mobiles 
est  aussi  un  déplacement  virtuel  quelconque  par  rapport  aux  axes 
fixes;  le  potentiel  D^  des  actions  extérieures  par  rapport  aux  axes  mo- 
biles ne  diffère  pas  du  potentiel  D,  des  mêmes  actions  par  rapport  aux 
axes  fixes;  l'égalité  (3)  devient  donc 

(5)  (I>,=  J  +  i2  +  V, 

et  nous  pouvons  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Un  système  est  en  équilibre  relatif  stable  dans  un  état  oii  il 
tourne  d'un  mouvement  uniforme  de  vitesse  angulaire  w^  autour 
d'un  axe  Oz  et  où  la  grandeur  $^,  définie  par  l'égalité  (5),  a  une 
valeur  minimum  parmi  toutes  celles  que  peuvent  lui  donner  les 
déplacements  isothermiques  virtuels  du  système. 

L'invariabilité  de  la  température  est,  ici,  la  seule  restriction  ap- 
portée aux  perturbations  que  subit  le  système.  Dans  le  calcul  de  la 
variation  qu'un  déplacement  virtuel  du  système  impose  à  la  quan- 
tité \v,  donnée  par  l'égalité  (4),  on  ne  doit  pas  oublier  que  la  valeur 
de  a)„  n'est  pas  affectée  par  un  tel  déplacement  virtuel. 

Le  critérium  que  nous  venons  d'énoncer  a  été  employé  par  Thomson 
et  Tait,  puis  par  divers  auteurs  tels  que  M.  H.  Poincaré  et  M.  J.  Ha- 
damard. 

Au  cours  de  son  grand  Mémoire  Sur  l'équilibre  d'une  masse 
fluide  animée  d'un  mouvement  de  j^otation  {'),  M.  H.  Poincaré  a 
proposé  un  autre  critérium  de  stabilité  pour  une  telle  niasse  fluide. 
Le  point  de  départ  de  sa  très  brève  analyse  est  une  sorte  d'esquisse  de 
la  démonstration  développée  dans  notre  premier  écrit  sur  ce  même 
sujet  (-);  mais  l'emploi  d'une  remarquable  inégalité  fournit  une  pro- 
position d'autre  forme  que  celle  que  nous  avons  énoncée. 


(')  Voir  Stabilité  des  ellipsoïdes,  §  XI\'  {Acla  mal/iematica,  t.  VII,  i885, 
p.  365). 

(^)  Sur  ta  stabilité  de  l'équilibre  d'une  masse  Jluide  animée  d'un  mouve- 
ment de  rotation  (Journal  de  Mathématiques,  5'^  série,  t.  VIT,  1901,  p.  3ii). 
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Nous  allons  prouver  que  le  crilcrium  énoncé  par  M.  H.  Poincaré  est 
exactement  équivalent  à  celui  que  nous  avons  formulé.  Pour  obtenir 
ce  résultat,  il  nous  suffira,  pour  ainsi  dire,  de  reprendre  l'analyse  de 
M.  Poincaré  en  précisant  quelques  points. 

Commençons  par  démontrer  Tinégalité  dont  M.  Poincaré  fait  usage. 

Soient  dm  une  masse  élémentaire  du  système  et  o,  h  deux  quantités 
prenant,  en  chaque  point  du  système,  une  valeur  déterminée;  la 
quantité  a  est  supposée  essentiellement  positiie.  Considérons  la 
forme,  quadratique  en  X  et  Y, 

(6)  F  =  \'  fa  dm  -+-  iW  fab  dm  +  Y'  fah''  dm. 
On  peut  écrire 

F  =fa{X^  +  '2b\Y  +  h-\')dm  =  fa(\  +  bY)-dm. 

Si  i  a  la  même  valeur  en  tous  les  points  du  système,  la  quantité  F 
peut  être  égale  à  zéro  sans  que  X  et  Y  le  soient;  il  suffit  pour  cela  que 

l'on  ait  Y  =  —  ^;  si,  au  contraire,  b  varie  d'un  point  à  l'autre  du  sys- 
tème et  si  l'on  n'a  pas  X  =  o,  Y  =  o,  F  est  positif,  en  sorte  que,  dans 
ce  cas,  la  forme  (6)  est  définie  positive.  Nous  pouvons  donc  énoncer 
la  proposition  (juc  voici  : 

Si  a  représente  une  quantité  positive  en  tous  les  points  du  sys- 
tème et  si  b  n'a  pas  la  même  valeur  en  tous  ces  points,  on  a  l 'inégalité 

( 7 )  j  a  dm  1  ab-  dm  —i    1  ab  dm  j   >  «^ . 

Le  critérium  cpie  nous  avons  énoncé  nous  enseigne  (pi'un  système 
anime,  autour  de  l'axe  des  z,  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme 
dont  W(,  est  la  vitesse  angulaire  est  assurément  en  équilibre  relatif 
stable  pour  toutes  les  perturbations  qui  n'altèrent  pas  le  moment  de 
la  quantité  de  mouvement  par  rapport  à  l'axe  des  -,  dans  un  état  où 
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la  quantité 


CD-  dm 


(8)  _,         q>  =  s  +  0  .^- l  Jr^- 

a  une  valeur  minimum  parmi  celles  que  peuvent  lui  faire  prendre 
toutes  les  variations  virtuelles  accomplies  sans  changement  de  tem- 
pérature et  sans  changement  du  moment  de  la  quantité  de  mouvement 
par  rapport  à  l'axe  des  z. 

Soit  Ifl  le  moment  d'inertie  du  système,  par  rapport  à  l'axe  des  z,  en 
l'état  d'équilibre  relatif  initial;  la  valeur  initiale  du  moment  de  la 
quantité  de  mouvement  est  l^^o-  L'égalité  qui  exprime  la  conservation 
du  moment  de  la  quantité  de  mouvement  est 

(9)  I  r-(x)dm  =  l„w„. 

Nous  sommes  donc  amenés  à  exprimer  que,  si  l'on  prend  toutes  les 
formes,  voisines  de  la  forme  d'équilibre,  que  le  système  peut  pré- 
senter, et  qu'on  affecte  chaque  masse  dm  d'une  grandeur  w  telle 
que  l'égalité  (9)  soit  vérifiée,  on  aura 

(10)  ^  +  0+ ^y;-=co^c?m>^„+i2„+ il„(o„^ 

Nous  pouvons  supposer  tout  d'abord  que  l'on  donne  à  oj  la  même 
valeur  en  tous  les  points  du  système;  alors,  si  l'on  désigne  par 

I  =  r,-=  dm 

le  moment  d'inertie  du  système  déformé,  l'égalité  (9)  donnera 

(11)  Ico  =  I„co„, 
tandis  que  l'inégalité  (10)  deviendra 
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OU  bien,  en  vcrlu  de  l'égalité  (i  i), 

Ainsi,  pour  que  noire  critérium  soit  vérifié,  Wfaut  cjue  riMégalité(t2) 
soit  vérifiée  pour  toute  forme  du  système  voisine  de  la  forme  d'é([ui- 
libre  relatif. 

Montrons  maintenant  que  cela  sujpl. 

Considérons  une  forme  quelconque  de  ce  système,  voisine  de  la 
forme  d'équilibre  relatif;  en  celle  forme,  Tinégalilé  (12)  est  vérifiée. 

En  cette  forme,  distribuons  les  valeurs  de  w  de  telle  sorte  que  l'éga- 
lité (9)  soit  vérifiée. 

L"iné"-alité  (7),  où  nous  pouvons  faire  a  =  /•-,  /'  =  co,  nous  permet 
d'écrire 

(    /  /•'-  o)  dm  j  i     /•'-  dm  j  r"  b)"  dm , 

le  sitiue  =  étant  de  mise  exclusivement  dans  le  cas  où  co  a  la  même 
valeur  en  tous  les  points  du  système. 

Selon  régalité  (9),  l'inégalité  précédente  peut  s'écrire 

lloililfr'io'dm. 

On  voit  alors  que  l'inégalité  (la)  entraine  l'égalité  (10). 
Noire  critérium  peul  donc  s'énoncer  ainsi  : 

La  fjuaiititr 

(i3)  T  =  j4-a  +  i^ 

a  une  va/ri/r  moindir  dans  Vctal  d'équilibre  relatif  qu  en  tout  étal 
voisin  où  la  lempéralurr  du  système  est  la  même. 

C'est  précisément  le  ciilciium  énoncé  par  M.  Poincaré. 
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2.  —  Le  critérium  précédent  n'est  pas  nécessaire  pour  la  stabilité 
de  l'équilibre  relatif. 

Comme  l'a  remarqué  M.  H.  Poincaré,  l'inégalilé  (12)  peut  s'écrire 

j  +  o  -  j;  -  i}„  _  (  I  _  I  „  )  !^»  +  liz_I^  ^  >  o , 

en  sorte  que,  pour  qu'elle  ail  lieu,  il  est  suffisant,  mais  il  n'est  pas  né- 
cessaire, que  l'on  ait  l'inégalité 

ou,  selon  (/j)  et  (5), 

Donc,  toutes  les  fois  que  le  critérium  de  Thomson  et  Tait  indi- 
quera qu'un  système  est  en  équilibre  relatif  stable,  le  critérium  de 
M.  Poincaré  {ou  le  nôtre,  qui  lui  est  équivalent)  indiquera  certai- 
nement aussi  que  ce  système  est  en  équilibre  relatif  stable;  mais  la 
seconde  indication  peut  être  donnée  alors  que  la  première  ne  le 
serait  pas. 

Il  en  résulte  que  le  critérium  de  Thomson  et  Tait  ne  saurait  être 
nécessaire  pour  la  stabilité  de  l'équilibre  relatif.  M.  Hadamard  (') 
l'a  d'ailleurs  prouvé  en  appliquant  ce  critérium  à  la  rotation  des 
solides  pesants. 

Mais  le  critérium  de  M.  Poincaré  ouïe  nôtre,  qui  lui  est  équivalent, 
ne  serait-il  pas  nécessaire  pour  la  stabilité  de  l'équibre  relatif?  Nous 
allons  montrer  qu'il  n'en  est  rien  et,  pour  cela,  nous  allons,  selon  la 
méthode  qui  a  permis  à  M.  Hadamard  de  discuter  le  critérium  de 
Thomson  et  Tait,  appHquer  notre  critérium  à  la  rotation  autour  de 
la  verticale  d'un  solide  pesant,  suspendu  par  un  point  fixe. 


(')  J.  Hadamard,  Sur  la  stabilité  des  rotations  dans  te  motnemenl  d'un 
corps  pesant  autour  d'un  point  fixe  {Association  française  pour  l'avancement 
des  Sciences,  Congrès  de  Bordeaux,  iSgS). 
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Soient,  avec  M.  Staude  (')  et  M.  Hadamard, 

A X- H- B j- -1- C  >•- =  I  l'équation  de  rdlipsoïde  d'inertie  au  point  de 

suspension,  rapporté  à  ses  axes; 
^,  y,,  "C,  les  coordonnées,  par  rapport  aux  mêmes  axes,  du  centre  de 

gravité,  multipliées  par  le  poids  total  du  corps; 
Y,  y\  y'  les  cosinus  directeurs  de  la  verticale  descendante. 

Pour  un  corps  solide,  3  est  une  constante  que  l'on  peut  remplacer 
par  zéro  : 

^  =  o.  ^ 

Nous  aurons,  d'ailleurs, 

I    Q     =-(.;l      4-Y'v;     +YV, 

(i4)  Vs=      (Ar+Br=-t-Cr-)'^\ 

(  M  =      (A7=-i-B7'=  +  Cv"-)co. 

Si  nous  voulons  que  le  corps  tourne  d'un  mouvement  uniforme 
autour  de  la  verticale,  nous  devrons  donner  à  y,  yS  Y'  *^^  "^  ^  *^*^^  ^'•'" 
leurs  telles  que  toute  variation  virtuelle  qui  annule  g  M  annule  égale- 
ment o(\V  -t-  0.). 

Nous  avons 

(i  5)    oM  =  (A  Y=+  By'^+  Cv"=)  cw  +  2(o(  A  y  '>;  +  By'  67'+  Cy"  07").' 
avec 

(16)  ...>,  4-y'r:7'+y'V>."=o, 

en  vertu  de  l'identité 

(.7)  ,<»^, .»  +  ,.-  =  =,. 


(')  Stàlde,  Acla  malhematica,  l.  XIV. 
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D'autre  part, 

(1 8)  !  '^^  ^  ^^'"^  =  '^^'^^  '  "  '>  '  '  -^  ^^'"' '  ■  -  "1^  n+  (Cco^'r-s)  ^V 
)  4-  (A  y'-  +  By-  4-  Cy"-)w  c?oj. 

Les  égalités  (i5)  et  (i8)  montrent  que,  toutes  les  fois  que  oM  =  o, 
on  peut  écrire 

/  o,,(Q  +  W)=-(Aœ^'Y  +  S)o\, 

(>9)  -(Bw^Y'  +  ^)¥ 

(  -(Cco--Y"+r)5Y''- 

Nous  devons  exprimer  (jue  celte  quantité  s'annule  pour  toutes  les 
valeurs  de  oy,  ôy',  oy"  qui  vérifient  l'égalité  (i6V,  il  faut  et  il  suffit, 
pour  cela,  qu'il  existe  une  quantité  X  telle  que  l'on  ait 

|'(A_A)Y4-  ^]  5y4-  [(B  ->0y+  ^]  0Y'+  [(C-À)Y+  ^^  oY=o, 

quels  que  soient  oy,  Sy',  oy",  ou  bien  telle  que  l'on  ait 

(2°)     ^e+(A-X)Y=o,        A^(B_i)Y'  =  o,        i, +(C-X)y"=o. 


(21) 


Les  égalités  (17)  et  (20)  donnent  sans  peine 


(A-iy       (B-).y  ^  {C -}.)■' 


Si  l'on  se  donne  dans  le  corps  la  position  du  point  de  suspension,  ^, 
•/],  Z,  A,  B,  C  sont  déterminés;  si  l'on  se  donne  une  valeur  arbitraire 
de  A,  l'équation  (21)  déterminera  w;  les  équations  (20)  détermineront 
alors  la  direction,  dans  le  corps,  d'une  droite  qui,  placée  suivant  la 
verticale  descendante,  pourra  servir  au  corps  d'axe  de  rotation  uni- 
forme de  vitesse  angulaire  w. 

Les  résultats  ainsi  obtenus  sont  ceux  qui  ont  été  indiqués  par 
M.  Staude. 

Si  l'on  prend  pour  A  une  valeur  infiniment  voisine  de  A,  l'équa- 
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lion  (21)  donnera  pour  oj  une  valeur  infiniment  grande,  tandis  que  le» 
égalités  (20)  donneront  pour  y'  et  y"  des  valeurs  infiniment  petites;  le 
corps  tournera  donc  avec  une  vitesse  infiniment  grande  autour  d'un 
axe  inlinimenl  voisin  do  l'axe  principal  d'inertie  pris  pour  axe  des  x. 

Des  remarques  analogues  s'applitpient  au  cas  où  A  dilTére  tn's  peu 
de  n  ou  de  G. 

Nous  nous  proposons  maintenant  de  rechercher  celles  des  rotations 
ainsi  définies  qui  sont  stables. 

Dans  ce  but,  l'emploi  de  noire  critérium  nous  amène  à  exprimer  que 
l'on  a 

o;i(i2  4-W)>o, 

11-  signe  Cy  se  rapportant  aux  modifications  virtuelles  qui  laissent  inva- 
riable le  moment  M  de  la  quantité  de  mouvement.  Or,  l'égalité  (19) 
donne 

cr,(12  -i-  W)  =  —  2(  Ay  oy  4-  By'  ûy'  4-  Cy'  Sy")co  âoj 
-[A(cy)^>+B(ay')=  +  C(ay'r]co^ 
—  (Aw^y  ■+■  :)o-y  —  (Bco-y'4-yi)o^y'  —  (Cw-y'-l-»)o*y'. 

Si  nous  tenons  compte  de  la  irlalion  que  l'on  tire  de  légalité  (i)') 
en  égalant  oM  à  o;  dr  l'idrntité 

(22)        (  OyY  +  (Cy')-^  -+-  (Oy")'  +  T  «"ï  +  1'  '^ï'  +  V"  '"'ï'  =  « 
qur  domie  l'égalité  (l'J);  enfin,  des  égalités  (20),  nous  trouvons 

l  P-YO^W\—  4(Ayoy+  By'8y'-<-Ct"Sy'')'"' 

(  23)  )  '"^"^^  ^-  A^'-t-BY^  +  C/' 

(  +[(>_A)(5y)'-f-(X-B)(Vy^4-(WCHoyT^Jcu^ 

L'é(piilibre  sera  assurément  stable  si  cette  quantité  C^(il  -+-  W  )  vérifie 
la  condition  (22)  pour  toutes  les  valeurs  de  Oy,  oy',  iy"  qui  vérifient  la 
relation  (iG). 

Su[ij)osons  U's  quantités  A.  U,  (^  disliniles  i-t  rungées  |>ar  nrdre  de 
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valeurs  décroissantes  : 

(24)  A>B>C. 

On  peut  donner  à  l'égalité  (2'^)  la  forme 

i  ?-</f)  _L  W^  —  4(AYOY+B-f'o-r'-r-C7"oY')-'o- 
I  o„(L>  +  W  )  _  A^.^By^+Cf'^ 

(^5)     j  +|;(A_B)(6V)-^  +  (A-C)(5y")-']co-^ 

Sous  cette  forme  (aS),  on  voit  que,  tant  (jue  l'on  a 

>.  — A>o, 

rinégalité  (22)  est  vérifiée  pour  toutes  les  valeurs  de  oy,  Oy',  oy"  qui 
sont  compatibles  avec  la  relation  (iG);  il  en  est  encore  ainsi  pour  les 
valeurs  de  (),  —  A)  qui  sont  négatives,  mais  supérieures  à  une  certaine 
limite  (1  —  a). 

Donc,  toutes  les  valeurs  de  1  comprises  entre  -^  -x  et  une  limite 
inférieure  ol,  moindre  que  A,  sont  indiquées  par  notre  c/'iterium 
comme  fournissant  des  rotations  assurément  stables. 

La  limite  inférieure  a  que  nous  venons  de  délinir  peut-elle  être  égale 
ou  inférieure  à  B  ? 

Remarquons,  tout  d'abord,  que,  selon  l'égalité  (23),  le  signe 
de  sj,(0  -H  W)  est  le  signe  de 

I    L  =  :'î  (  Ay  cr,'  -H  By'  2y'  +  Cy"  Ôy")' 
(26)  +(Ay=-f-By-+Cy-) 

(  X[(l-  A)(cy)^'+  (^-  B)(oy')'^+  (X  -  C)(  Oy')^J. 

Donnons  à  >-  une  valeur  infiniment  voisine  de  B;  y,  y"  auront  des 
valeurs  infiniment  voisines  de  zéro;  selon  l'égalité  (16),  oy  aura  une 
valeur  infiniment  petite  par  rapport  à  l'une  au  moins  des  quantités  oy, 
Oy";  L  aura  sensiblement  le  signe  de 

(B-A)(oy)^+(B-C)(VT- 


226  r-     DUIIEM. 

Comnie,  selon  les  inégalités  (a'i),  (13  — A)  cl  (B  — C)  sont  do 
signes  contraires,  le  signe  do  cette  (|nantité  dépend  de  la  vnloiii  du 

rapport  ^;  ce  ne  peut  être  constammeni  le  signe  +.  Il  en  résulte  (juc 

fa  liniilc  a  est  supérieure  à  B. 

In  raisonnement  semblable  à  celui  cpie  nous  venons  de  développer 
nous  démontre  que,  pour  les  valeurs  de  X  voisines  de  C,  L  et,  par  con- 
séf|uenl,  oii(ii  —  \V)  ont  le  signe  de 

(C-A)(ovV  +  (C-B)(oy')'. 

Ce  signe  est  nécessaircmenl  le  signe  —  pour  toutes  les  valeurs  de  oy, 
Oy',  cy"  qui  satisf<nit  à  l'égalité  (i()). 

Ainsi  ni  Ir  criierium  que  nous  aions  énoncé,  ni  parlant  celui  de 
M.  Poincaré,  qui  lui  est  équivalent,  n' indiquent  comnie  stables  les 
rotations  qui  se  produisent  autour  d'axes  très  voisins  du  petit  axe 
d'inertie. 

Or,  il  est  très  certain  qu'un  corps  solide  peut,  au  moins  dans  cer- 
tains cas,  subir  un  mouvement  de  rotation  uniforme  et  stable  autour 
d'axes  infiniment  voisins  du  petit  axe  d'inertie. 

Tout  d'abord,  si  l'on  chercbe  les  conditions  de  stabilité  de  léqui- 
libre  relatif  par  la  classique  méthode  des  petits  mouvements,  on 
trouve,  avec  M.  Hadamard,  que  les  valeurs  de  X  comprises  entre  -h» 
et  a,  a  étant  compris  entre  A  et  B,  conduisent  à  des  rotations  stables, 
ainsi  que  les  valeurs  de  >.  comprises  entre  b  qI  c,  b  étant  inférieur  à  B 
cl  supérieur  à  C,  et  c  étant  inférieur  à  C. 

On  pourrait,  il  est  vrai,  prétendre  que,  dans  ce  cas,  le  criierium  tiré 
de  l'élude  des  petits  mouvements  est  en  défaut;  il  est  impossible,  en 
effet,  de  démontrer  rigoureusement  que  ce  critérium  est  ou  suffisant, 
ou  nécessaire,  pour  la  stabilité  de  l'équilibre  relatif. 

Mais,  dans  le  cas  où  le  corps  solide  est  suspendu  par  son  centre  de 
gravité,  l'étude  directe  de  la  polliodie  prouve  que  la  rotation  autour  du 
petit  axe  d'inertie  est  stable  (').  On  en  peut  conclure  qu'un  corps 

C)    Voir  Appell,  Traité  de  Hfi'-caiiif/iw  ration/irllv,  l.  II,  1896,  p.  aao. 
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solide  pesant,  suspendu  par  un  point  voisin  de  son  centre  de  gravité, 
peut  être  animé  d'une  rotation  uniforme  et  stable  autour  de  certains 
axes  très  voisins  du  petit  axe  d'inertie. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  la  proposition  suivante  :  Ni  le  critérium 
donne  par  M.  H.  Poincaré,  ni  celui  que  nous  avons  énoncé,  et  qui 
lut  est  équivalent,  ne  sont  nécessairement  vérifiés  lorsque  l'équi- 
libre relatif  est  stable. 
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Symétrie  tdngeiitielle  par  rapport  à  une  .surface  de  ré^'olution  ; 
Par  m.   Gesiiniavo  PIRONDINI. 


I. 

Définitions.  Formules  fondamentales .  —  S  étant  une  surface  de 
révolution  quelconque  et  A  un  point  de  Tespace,  on  coupe  S  par  le  plan 
méridien  passant  par  A.  Si  du  point  A  on  mène  une  tangente  AA„  à 
la  section  méridienne  obtenue  M,  et  si  on  la  prolonge  d'une  longueur 
A„  A,  =  AAo  au  delà  du  point  de  contact  A„,  le  point  A,  auquel  on 
arrive  est  le  point  cor/-espondant  de  A.  Le  point  A  a  évidemment 
autant  de  points  correspondants  A,  que  la  ligne  méridienne  M  a  de 
tangentes  issues  de  A. 

Cette  construction,  appliquée  à  chaque  point  d'une  ligure  quel- 
conque, constitue  une  transformation  géométrique  remarquable  qu'on 
appelle  symétrie  tangenticlle  par  rapport  ci  la  surface  de  révolu- 
tion S  {surface  fondamentale). 

Les  points  de  la  surface  S  (qu'on  suppose  de  révolution  autour  de 
l'axe  des  z)  sont  rapportés  aux  parallèles  («  =  const.)  et  à  un  sys- 
tème de  génératrices  égales (t^  =  const.).  Si  A(a7, y,  z),  A^{x^,y^.,  z^), 
A„(E,  ■/],  'Ç)  sont  trois  points  correspondants  des  figures  symétriques 
F,  F,  et  de  la  surface  S,  on  a 

(0        i  =  p  cos(«^ -t- t'),  v)  =  psin(;/ -t- p),  !  =  "((«), 

p  et  'C  (fonctions  de  u)  étant  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de 
la  ligne  méridienne  de  2. 
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Les  cosinus  directeurs  des  tanj;entcs  au  parallèle  //  =  consl.  et  à  la 
fîénératricc  i==  consl.  sont  respectivement  proportionnels  aux  déri- 
vées 

\dy  di'  ,)••/'  \àu'  au'  ôuj 

Consccjuomment,  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  surface  S 
sont  proj)ortionncls  aux  dilTérences 

ih'  du        di-  àii        '  ■  '  <7i'  Ou        di'  Ou        ^  ^  ' 

'Zi  î^  _  ^'  i!i  —  _  '  ' 
dv  du         dv  du  ^'   ' 

et  comme  les  cosinus  directeurs  de  la  droite  AA^  A,  sont  proportion- 
nels aux  dilTérences 

X- —  pc()s(w -f-f),     j  —  psin(« -I- ('),      -  —  ^, 

la  condition  d'ortlioijonalité  entre  la  droite  AA^A,  et  la  normale  de 
la  surface  2  est  exprimée  par  Téquation 

(2)  a;cos(« -f- f) -l-/ sin(M -+- i)  =  p  H —     _,        • 

La  condition  que  la  droite  A  A„  A,  rencontre  Taxe  de  la  surface  S  est 
exprimée  par  la  relation 

(3)  a- sin(M -+-(■) —/cos(« -t- i)  =  o. 

Si  Ion  ajoute  les  ('-(pialions  (2),  (3),  après  les  avoir  élevées  au 
carré,  on  ,trouve  (|uc  les  conditions  (2),  (3)  peuvent  être  reni[)lacées 
par  les  autres 

(4)  ^^^r^Ty^p+il^ll. 

(5)  |  =  tang(a-f-(). 

l'in  remanpiani,  iMifiii,  ipir  le  point  A„<'st  le  milieu  <lu  sei^rment  AA,, 
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on  a 

(6)  X,  =2^-X,  y,=2Ti-y,  z,=-2'Ç-z. 

Les  équations  (i),  (/,),  (5),  (G)  constituent  les  formules  fondamen- 
tales de  la  transformation. 

Dans  la  symétrie  des  surfaces,  u  et  i-  sont  à  regarder  comme  des 
paramètres  indépendants.  Dans  la  symétrie  des  lignes,  on  doit  attri- 
buer à  V  une  valeur  constante  quelconque  (préférablement  v  =  o). 

Quand  la   figure  primitive  est  une     ï'."j  ^"         la  figure  symétrique 


,  •     '      1  (  surface  S.  i 

est,  en  gênerai,  une    ,.       ,      M. 

(  ligne  Li       ) 

Dans  le  dernier  cas,  le  lieu  des  points  de  contact  A„  entre  les  droites 
AA„  A,  et  la  surface  S  est  une  ligne  A,  qu'on  peut  appeler  la  projec- 
tion tangentielle  de  la  ligne  L  sur  la  surface  S. 

Il  s'ensuit  qu'on  peut  se  proposer  les  six  questions  suivantes  : 

'  (A)     S  et  S, 

(B)     S  et  S,, 

.       ,  (C)     2  et  L, 
On  donne  {  ^^^^  déterminer 

(D)  I  et  A, 

(E)  L  et  A, 

(F)  LetL,, 


II. 

Resolution  des  questions  (A),  (C).  —  En  supposant  que  la  ligne 
méridienne  de  S  soit  représentée  par  l'équation 

(:)  ''^  =  ?(p), 

la  première  condition  (4)  se  réduit  à 


(8)  yjx-+y'  =  ç 

Journ.  de  Math.  (5»  série),  lonie  VIII.  —  Kasc.  IH,  igori.  3o 
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D'aillouis.  en  remplaçant  sin(« -h  r),  cos(«-f-t)  par  los  valeurs 
qu'on  déchiil  de  la  comlitiou  (')),  les  équations  (i)  donnent 

Les  coordonnées  x,  y,  z  sont  évidemment  des  fonctit)ns  de  deux 
paramètres  /,  a\  ou  d'un  seul  paramètre  /,  suivant  que  la  figure  pri- 
mitive F  est  une  surface  ou  une  ligne.  En  ayant  recours  à  la  condi- 
tion (8),  on  peut  éliminer  un  des  trois  paramètres  p,  /,  a-  dans  le 
premier  cas,  et  un  des  deu\  paramètres  c,  /  dans  le  second  cas.  Après 
cela,  les  équations  (G),  où  H,  y],  s  ont  les  valeurs  (9),  définissent, 
dans  tout  cas,  la  figure  F,  symétri([ue  de  F. 

Les  équations  (9),  quand  la  figure  primitive  est  une  ligne  L,  défi- 
nissent sa  projection  tangentielle  A. 

Rcsoliiliiiii  (II-  la  question  (D).  —  La  surface  1  est  définie  par 
sa  ligne  méridienne  (7).  La  projection  langent ieilc  A  est  évidemment 
connue  aussitôt  cpie  Ion  donne  sa  projection  é(piatorialc  A„  : 

(10)  p=A(«). 

(".Dinmc  on  a,  dans  ce  cas, 

V 

laniTM  =  -) 
la  condition  (8^  donne 

r  =  o[x(arctangj)] 

+  [v.'-'-'+jK^  -  A  (avc  tang  ;',  )j  ^'[a  (are  lang  y  j  |- 

C-elte  écpiation  représente  la  surface  régU-c  1\,  lieu  i.\\'^  taiigiMiles 
auv  lignes  méridiennes  de  la  surface  i^,  le  long  de  la  ligne  .V  suivant 
la(|uelle  celle  surface  est  coupée  par  le  cylindre  ayant  les  génératrices 
parallèles  à  l'ave  de  il  et  dont  la  section  droite  est  la  courhe  (10). 

La  question  (1))  a  une  infinité  de  solutions,  car  les  lignes  L,  L,  tra- 
cées sur  la  surface  K  sont  assujellirs  à  la  seule  eondilion  d'iMre  des 
courbes  svméiriques  jt.ir  rapport  à  la  ligne  A. 
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Résolution  de  la  question  (E).  -  En  supposant  que  la  ligne 
primitive  L  et  la  projection  tangentielle  A  soient  définies  respective- 
ment par  les  équations 

(il)  x  =  Vicoiu,        y  =  Rsin?z,         z  —  z{u), 

?=pcos«,         y]=psin«,         'Ç  =  l{u), 

la  condition  (5)  est  vérifiée  par  identité  et  la  condition  (4)  donne 

(•^^)  (R-p)-C-(--(:)?'=o. 

Il  s'ensuit  que  les  lignes  L,  A  ne  sont  pas  complètement  arbitraires. 
La  condition  (12)  vérifiée,    la  ligne  méridienne  de  S  et  la  ligne 
symétrique  L,  sont  définies  respectivement  par  les  équations 

?o  =  ?(«),         'Ç,=  l{u), 
x,  =  (2p-R)cosz/,       j,  =  (2p-R)sin«,        -,  =  2-((„)  _  .^„)_ 

Cas  particulier.  —  Si  l'on   suppose  successivement 

('3)  z  =  ml-+-  n,         zl  =  h 

(m,  n,  h  étant  des  constantes),  l'équation  difi'érentielle  (12)  se  réduit 
l'espectivenient  aux  autres 

.,^)  j(R-?)î:'-[(m-i)'C+«]p'  =  o, 

d'où  l'on  déduit  respectivement 
R  =  P  4-  [(ni  -  i)î:  4-  «]  ^'        ^  =  (a  +  nf^^  .-""-/i^;  du)  /"""/^P, 

R  =  P  +  — ^^.  l  =  eJ  ..-p  ^ /p  +  2hf^^  e'J  ^P  du 

(a,  {3  constantes). 
On  voit  d'ici  que,  quand  les  hauteurs  des  points  correspondants 
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ilrs  lig/ii's  J^,  A  par  /apport  au  plan  coordonne  {jcy)  sont  lice.f  par 
une  relation  linéaire,  ou  bien  quand  le  produit  de  ces  hauteurs  est 
une  constante,  la  question  (E)  peut  être  résolue  complètement  eu 
se  donnant  arbitrairement  (en  chacun  de  ces  cas)  la  ligne  A,  ou 
les  projections  équatoriales  des  lignes  L,  A. 

Résolution  de  la  question  (F).  —  La  Iii;nc  primilivo  L  est  définie 
par  ics  équations  (i  )),  cl  la  ligne  symétii(|iie  L,  jiar  les  équations 

.r,  =  H,  cosu,         y,  =  R,  sin//.  ;,  =  -,(«). 

Comme   on  a  évideniinenl 

,    ..       r         R-t-H,                                    R  +  H,    .                    V         :(«)+;:,(«) 
(it)     ç  = ^cosM,         y)  =  sin//,  ^=  > 

il  suflit  de  remplacer  p  et  u,  dans  Féqualion  (^l'-i),  respectivement  par 
et  •>  ce  (lui  donne 

(i6)  (R  -  R.)(-'  +  -.)  -  (--  -  ^^.)(li'  +  li'.)  =  "• 

Les  lignes  L,  L,  ne  peuvent  donc  |iasè!re  choisies  d'une  façon  abso- 
lument arbitraire. 

l^a  condition  (iG)  vérifiée  par  un  clujix  convenable  des  fonctions  R, 
R,,  z,  C|,  la  projection  tangentielle  A  est  définie  par  les  écpia- 
tions(i5),  et  la  ligne  méridienne  de  "L  par  les  é(|ualinns 

R-t-R,  ,,       z  +  z. 


l'ropriéli-s  remarquitlib's  de  la  Iransfoinialion.  —  Si  liin  fait 
iDurner  la  figure  constituée  par  les  lignes  symélri<pies  L.  L,  et  la 
projection  langenliellc  A  autour  de  l'axe  des  ;,  les  conditions  (^  {),  (.")) 
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soiU  évidemment  vérifiées  à  chaque  instant  du  mouvement.  Par  con- 
séquent : 

I.  Si  L,  L,  sont  des  lignes  symétriques  par  rapport  à  une  sur- 
face de  révolution  S,  les  surfaces  S,  S,  engendrées  par  la  rotation 
de  ces  lignes  autour  de  l'axe  de  2  sont  des  sur-faces  symétr-iques 
par  rapport  à  Z. 

Si  l'on  pose  v'j7'H->'-=  R,  on  voit  que  les  conditions  (4),  (5)  ne 
changent  pas  si  l'on  remplace  R,  z,  p,  ^  respectivement  par  les  expres- 
sions 

aR  +  a,      '^z-hb,     ap -+- a,      ^"C -f- ^, 

ou  par  les  autres 

Iz-hl,      aW-hrn,     iZ-hl,      [ip -h  n, 

(X,  [3,  >,,  (X,  a,  ù,  l,  m  étant  des  constantes  arbitraires. 
Si  l'on  remarque  alors  que 


l\,  =  s/x;-hy'  =  2p —  W,         z,  =  2'C  —  z, 

on  voit  que  R,,  ;,  sont  remplacés  par  les  expressions 

aR,  +  f/,  ^^z,+-ù 

ou  par  les  autres 

>^i  4-  /,  aR,  +  m. 

On  a  donc  la  propriété  générale  : 

II.   Si  F,  est  la  figure  symétrique  de  ¥  par-  r-apport  à  l-a  surface 
de  révolution  S  dont  la  ligne  méridienne  est  C  =  9(p),  et  F',  F 
les  figur-es  qu'on  construit  des  figures  F,  F,  en  prenant  pour  dis- 
tances R,  R,  de  leurs  points  à  l'axe  de  2  les  cxp?-essions 

i  otR  +  a,     aR,  -f-  rt  ^ 
i   X;+/,      ),;,  +  /   ( 

et  pour  hauteurs  z,  j,  de  leurs  points  sur  le  plan  coor-donné  {xy) 
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feserpressions  {     „  '  >  l'i  sria  la  li sure  symétrique 

^  {   jjiR-f-7«,     uiR,  H- m   )        '  jo  y  ï 

de  F'  par   rapport  à  la  surface  de  l'évolution  S'  dont  la  liane 

méridienne  est  <      '^  ,  \^        (   )• 

Quand  les  figures  F,  F,  sont  des  lignes  L,  L,,  la  projection  lan- 
gentielle  A'  de  la  ligne  L'  sur  la  surface  de  réi'olution  S'  peut  se 
déduire  de  la  projection  tangenticlle  A  de  la  ligne  L  sur  la  surface 
de  révolution  S,  en  prenant  pour  rayon  vecteur  p  de  la  projection 
équatoriale  de  la  ligne  et  pour  hauteur  X,  de  ses  points  du  plan 

coordonne  (xy)  les  expressions  \  ,'       , 

^    -^  ''  ^  (    ),^  -4-  /,       fjt;-H»i   \ 

Si  Ion  fait  successivement  i^m  =  o,  n  ^  o),  n  =  o,  ni  =  i  dans  la 
preniièri'  équation  (  i3),  on  a  respcctivcmenl 

/•p    Hii  ff  du  /»     ;  J 

•Ç  =  ac-J  x^P ,  'C  =  be  "-"J  ï^,  r  =  «/^. . 

a  et  /'  clant  clos  constantes  arljilraires. 

Kn  désignant  paryune  constante,  que  Ion  remplace  Z  par  y  V^  dans 
la  deuxième  éipiation  (1.4).  Après  cela,  si  l'on  identifie  légalité  qu'on 
va  obtenir  à  la  jiremière  éqnalion  (l'i),  on  a  les  conditions 


Celte  analvse  démontre  la  propriété  suivante  : 

III.   Soient  A  et  L,  la projcrtion  tangentielle  et  la  courbe  symé- 
trique d'une  ligne  L 

/  tracée  sur  le  plan  coordonné  (xy)  \ 

I  tracée  sur  b-  plan  coordonné  (xy)  L 

(  de  l'espace  (tes  luiiileurs  z,  »,  vérifianl  bi  rebillon  ;  H-  ^  =  //)  | 

par  rapport  à  la  surface  de  révolution  -  dont  bi  ligne  méridienne 
estl  =  ".{',). 
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Si  A',  L',  L',  soni  tes  lignes  qu'on  déduit  des  lignes  A,  L,  L,  en 
prenant,  sur  les  hauteurs  relatives  aux  points  de  celles-ci,  des  lon- 

:'-"',  cmV^'",  (2  -m)c(^^ 


ueurs  l  71  log(  ^  ),  n  -+-  n  log(  y  ]■>  n  log(  --z-]  —  n  ',,    A',    L',    seront 


respectivement  la  projection  tangentielle  et  la  ligne  symétrique 
de  L'  par  rapport  à  la  surface  de  révolution  S'  dont  la  ligne 

1       "C^^lî^  )]'-"') 


méridienne  est  '  ae    "  =  '^(3) 


'""       ?(f) 


Le  principe  I  ramène  l'étude  de  la  symétrie  de  deux  surfaces  de 
révolution  ayant  même  axe  que  S,  à  l'étude  de  la  symétrie  de  leurs 
lignes  méridiennes. 

En  vertu  des  principes  II  et  III,  à  chaque  propriété  relative  à  la 
symétrie  tangentielle  d'une  ligure  par  rapport  à  une  surface  de  révo- 
lution, on  en  peut  associer  une  autre  se  déduisant  tout  de  suite  de  la 
première,  en  établissant  ainsi  une  sorte  de  dualité  très  féconde  dans 
les  applications  {voir  le  §  IV). 

IV. 

Cas  particuliers  et  applications.  —  1.  Si  l'on  fait  r  =  o  dans 
l'équation  (8),  on  a 

'         9  (?) 

Cette  équation  définit  la  ligne  L^  le  long  de  laquelle  la  surface 
réglée  K  (§  II,  question  D)  coupe  le  plan  coordonné  {xy),  aussitôt  que 
l'on  donne  la  projection  équatoriale  de  A. 

hn  supposant,  par  exemple,  o(p)  =  — >  il  résulte 
R  =  i  P, 
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d'oi'i  11-  tln'Oivmo  : 

Si  l'on  Dicne  les  tangcnlcs  aux  lignes  mcridienncs  d'un  parabo- 
loïc/c,  le  long  d'une  ligne  quelconque  S..,  la  surface  régléeK  qu'on 
engendre  coupe  le  plan  coordonne  {-icy)  suivant  la  ligne  !-.„,  lieu 
des  milieux  des  rayons  verfeurs  qui  vont  aux  points  de  la  pro- 
jection équaloriale  de  la  ligne  A. 

1.  (^)ii,'iiul  on  sii|)|)(;s('  que  les  coordonnées^,  r,,  "C  sont  })io[)orlion- 
ncllcs  respeclivenient  aux  coordonnées  ./•,  v,  r.  la  condition  ^  =  — 
nous  apprend  qu'on  doit  avoir 

^  =  'XX,  r,  =  a.y,         X,  =^  !^z, 

a  el  !3  étant  des  constantes. 

lu,  comme  on  déduit,  à  l'aide  de  Féqiiation  (4), 

!(   1-3.  a-i-^i     an  — ,3i 


a.i-Pi        a    i-pi 

r,  =  c(2|3  -  i)(2a  —  i)"Fi^^.R,FT^', 

c  élanl  une  conslanle,  on  a  li-  théorème  :  (hiand  les  coordonnées  ;,  r,, 
'C  sont  proportionnelles  aux  x,  y,  :,  les  coordonnées  x,,  y,,:t  sont 
aussi  proportionnelles  aux  X,  y,  :■.  Les  lignes  L,  A,  L,  sont  tracées 
sur  des  surfaces  de  résolution  S,  S,  S,  ayant  pour  lignes  méri- 
diennes des  paraboles  générales  du  même  ordre. 

Celles-ci  se  réduisent  à  di-s  parai)oles  ordinaires  pour  Jî  =  ,  à 

des  li\  pciholes  é(juilalères  pour  p  = >  etc. 

;{.  En  posant  ^./;^-i-j''=  H,  cl  en  supposant  ([ue  la  lit^nc  primitive  I- 
soit  placée  sur  une  surface  de  révolution  s  ayant  pour  méridienne  la 


(':)  --  =  F(R), 

la  l'oiidilion  (  H  )  donne 

(  iH;  '*?',-'       ImI{)=  .oo't?)        v(p). 


SYMÉTRIE    TANGENTIELLE.  2  39 

Si  donc  les  rayons  vecteurs  p,  R  sont  liés  par  une  des  relations 

('9)  p  =  KR), 

(20)  R  =  -/(?). 

Téqualion  (i8)  se  réduit  respectivement  à 

(21)  F(R)  =  [R  -  •}(  R)]'/['K'R)]  +  ?['KR)I> 

[/-(?)-?]?'(?) +  ?(f)  =  F[-/Xp)]. 

Celle-ci  donne  par  intégration 

c  étant  une  constante  arbitraire.  On  reconnaît  d'ici  que  : 
Quand  on  donne  d'une  façon  arbitraire  : 

Cf..  les  lignes  méridiennes  (7),  (17)  des  surfaces  de  révolution  I,  S; 

[i.  la  ligne  méridienne  (7)  delà  surf  ace  fondamentale  S  et  la  rela- 
tion (19)  entre  les  rayons  vecteurs  p,  R; 

Y-  la  ligne  méridienne  (i  7)  «fe  la  surface  de  résolution  S  et  la  rela- 
tion (20)  entre  les  rayons  vecteurs  p,  R  ; 

les  équations  (18),  (21),  (22)  donnent  respectivement  : 

a.   la  relation  entre  les  rayons  vecteurs  p,  R; 

p.   la  ligne  méridienne  de  la  suiface  de  révolution  S; 

Y-   la  ligne  méridienne  de  la  surf  ace  fondamentale  S. 

Exemples.   —   1°  En  supposant  que  S  et  S  soient  deux  parabo- 
loïdes,  on  a 

o(p)  =  ^,        F(R)=Ç 

et  la  relation  (18)  donne 


R  _  l)±\,!b-—ab 
?  ^ 

Journ.  de  Math.  (5'  série),  tome  VIII.  —  Fasc.  III,   nj02. 
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Si,  vice  versa,  on  suppose 
la  relation  (21)  donne 


V^\\)-^k{',-h)'^ 


D'où  le  théorème 


Quand  la  surf  ace  fondamentale  S  est  un  paraholoïdc,  la  condi- 
tion nécessaire  et  suf/isante  pour  que  la  ligne  primitive  L  soit  tra- 
cée sur  un  autre  paraboloïde  est  que  les  projections  équatoriales 
des  lignes  L,  A  soient  des  courbes  homothétiques  par  rapport  à 
l'origine;  et  la  ligne  symétrique  L,  est  placée  sur  un  autre  para- 
boloïde. 


2"  Que  Ton  suppose 


F(H)  =  o,         ■/.(?)  =  {. 
dans  l'équation  (22).  On  en  déduit 

(23)  ::  =  9(p)  =  c?^'. 

Et  comme 

R,  =  2p -R=  2_ZLl.p^         r,  =  2:, 

et  conséquenimcnt 

k 

(.!,)  =.  =  2c(^H.y*-, 

on  conclut  : 

Si  la  ligne  primitive  L,  placée  sur  le  plan  coordonné  {xy'),  et  la 
projection  équatoriale  A^  de  A  sont  des  courbes  homotliétiques  par 

rapport  à  l'origine  (  ^  =  Al,  la  surface  fondamentale  -  ri  la  sur- 
face de  révolution  S,  engendrée  par  la  ligne  symétrique  L,  ont 
pour  lignes  méridiennes  les  paraboles  générales  (23),  (2{). 
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En  particulier,  ce  théorème  est  applicable  : 

Quand  la  ligne  primitive  L  est  une  droite  du  plan  ;:  =  o,  et  la  pro- 
jection tangentielle  A  est  sur  un  plan  parallèle  à  la  droite  L  et  à  Taxe 
de  la  surface  2  ; 

Quand  la  ligne  primitive  L  est  un  cercle  du  plan  ;  =  o,  et  la  pro- 
jection tangentielle  A  est  sur  un  cylindre  circulaire,  avec  la  condition 
que  le  centre  de  similitude  entre  la  section  droite  de  ce  cylindre  et  le 
cercle  L  soit  à  l'origine,  etc. 

Pour  A-  =  2,  les  courbes  (23),  (24)  sont  des  paraboles  ordinaires; 
pour  /i  =  j,  elles  sont  des  hyperboles  équilatèrcs  rapportées  aux 
asymptotes,  etc. 

3°  En  supposant 

F(R)  =  o,       -/A?)-T' 

r 
l'équation  (22)  donne 


(25)  9(p)  =  v/a(,o^-a-). 

Si  l'on  suppose,  vice  versa,  que  la  fonction  z,(z)  soit  donnée  par 
l'équation  (i5),  etque,  en  outre,  la  fonction  F(R)  se  réduise  à  zéro, 
l'équation  (18)  donne 

Rp  =  cr . 

Il  s'ensuit  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la 
ligne  primitive  L,  tracée  sur  le  plan  coordonné  (xy),  et  la  pro- 
jection équatoriale  A„  de  A  soient  des  courbes  inverses  par  rapport 
à  l'origine,  est  que  Z  soit  une  surface  du  deuxième  ordre  ayant 
son  centre  à  l'origine. 

En  particulier  :  Une  droite  ou  un  cercle,  placés  dans  le  plan  de 
l'équateur  d'une  surface  de  révolution  du  deuxième  ordre  à  centre, 
ont  pour  projection  tangentielle,  sur  cette  surface,  une  ligne  A 
dont  la  projection  équatoriale  Ao  est  un  cercle. 

4"  Quand  F(R)  — .  o,  on  trouve  que  la  condition 

équivaut  a  1  autre 

9(p)  =  ce\ 
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On  en  conclul  ([iic  la  condition  nécessaire  ri  suffisante  pour  que 
la  ligne  primitive  L,  placée  sur  le  plan  coordonné  {xy),  soit  une 
conclioïde  de  la  projection  équatoriale  A»  de  la  ligne  A  (R  =  ?  —  à), 
est  que  la  ligne  méridienne  de  la  sur/ace  fondamentale  S  soit  la 

courbe  logarithmique  ^  =  ce", 
5"  Kn  sii[>posanl  successivement 

[F(R)  =  RcotO,   ■/.(?)  =  j}         [F(R)  =  RcotO,  yXp)  =  ^], 

0,  a,  étant  des  constantes,  on  trouve,  à  l'aide  de  l'équation  (22), 


o(c)  =  pcotO  +  \'ni{p'-  —a'-),         o(p)  =  ccotO  -+-  mz''~', 

m  étant  une  constante. 

On  a  donc  le  théorème  :  Quand  la  ligne  primitive  \j  est  placée  sur 
un  cône  de  l'évolution  et  les  projections  équatoriales  des  lignesh,  A 
sont  des  courbes  inverses  (Rp  =  a^),  ou  des  courbes  homothétiques 

/  ^  =  A- ),  par  rapport  à  l'origine,  la  surface  de  révolution  fonda- 
mentale ^  a  pour  ligne  méridienne  respectivement  la  conique 

(cot-0  —  m)z^  —  2cotOp^  -f-^-  4-  a-  ni  =  o, 

ou  la  parabole  générale 

^  =  pcotO  -I-  /»p*~', 

0  étant  h'  demi-angle  au  sommet  du  cône. 

Pour  0  =  ^  le  cùne  contenant  L  se  réduit  au  plan  coordonné  {-vy  ) 

et  Ton  toinhf  sur  d("s  résultats  trouvés  jnécédeuinient.  (  l',\eni|)les  2" 
et  3".) 

Quand  la  parabole  générale  se  réduit  à  une  conique,  elle  est  néces- 
sairement une  parabole  (A  =  2  ),  ou  une  byiierbole  (A  =  r,). 
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4.  Le  plan  coordonné  (xy)  peut  être  considéré  comme  une  surface 
de  révolution  dont  la  ligne  méridienne  est  Taxe  des  x. 
Dans  cette  hypothèse,  la  condition  (8)  donne 

^  3  _  iM, 
'      ?'(?)' 

d'où,  en  vertu  des  équations  (6), 

«>  (  p  )  /    \ 

*''=?+;^'      ri  =  Oj       -•,  =  -^ -?(?)■ 

Si  donc  on  a  recours  au  principe  I,  on  a  :  La  surface  symétrique 
du  plan  coordonné  (xy)  par  rapport  à  la  surface  de  révolution  dont 
la  ligne  méridienne  est  la  courbe  (7),  est  la  surface  de  révolution 
dont  la  ligne  méridienne  est  définie  par  les  équations 

(•^<3)  a;,„  =  p-f-|7^,        ^,„  =  2cp(p). 

Exemples.  —  1°  En  supposant  9(p)  =  ~'  on  déduit 

Donc  :  La  surface  symétrique  du  plan  tangent  au  sommet  d'un 
paraholoïde  de  révolution, par  rapport  à  cette  surface,  est  un  autre 
paraboloïde . 

2"  Si  Ton  suppose  ::|o  =  j;,ocot0,  0  étant  une  constante,  les  équa- 
tions (2G)  donnent 

[pcp(p)l'cotO=2cp(p)?'(?)» 

et  comme  on  déduit  do  là,  par  intégration, 

ç-(p)  —  cotO  p  9(p)  +  c  =  o, 

c  étant  une  constante,  on  a  :  La  surface  de  révolution  ^,  par  rap- 
port à  laquelle  le  plan  coordonné  {xy)  a  pour  surface  symétrique 
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////  cône  de  rciolulio/i  dont  le  sommet  est  à  l'orif^inc,  a  pour  ligne 
méridienne  V hyperbole 

;-  —  colOwO  -I-  c  ^  o. 

.").  Si  Ion  a  rc'coiirs  à  la  transforiiialion  doniioe  par  lo  jiiiii(i|ii'  Il 

I  i  a  =  1 ,    3  =  '  1    ^  =  ^')  /il. 

(lu  b  lll.  (inaiiil  on  V  suppose     .  ,  ,  le  llieo- 

'  '  '  '  /   A  =  I  ,     /    ^  G,    (JL  =r  I  ,    ///  z=  o  \ 

rcmc  de  rappliealioii  '5  conduit  iniiurdialemcnl  à  un  autre  lln'dirme 
nuise  déduit  de  celui-ei  en  remplaçant  ,  ,,'  '"         .,      respectivement 

''•'"'  f  r.  •:.  R,  p    r 

Ainsi,  par  exemple,  le  ihéorème  de  l'exemple  i"  dans  l'applica- 
tion 3,  en  vertu  de  la  première  transformation  qu'on  vient  d"indi(juer,  ' 
donne  : 

(hiand  la  surf  ace  fondamentale  S  a  pour  ligne  méridienne  une 
jHtrahole  dont  l'axe  est  parallèle  à  l'axe  de  la  surface,  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  ligne  primitite  L  soit  placée 
sur  une  surface  de  révolution  S  de  la  même  nature  que  S,  est  que 
les  rayons  vecteurs  p,  R  soient  liés  par  une  relation  linéaire.  La 
ligne  symétrique  L,  est  tracée  sur  une  surface  de  révolution  S,  de 
la  même  nature  que  S  e/  S. 

0.  Ap[ili(piniis  le  pi  in  ci  p(?  III  du  ^  III  aux  lliéorèmes  des  exem])les  2°, 
.'5°  de  l'application  3,  et  ensuite  appliipions  aux  théorèmes  f|ue  l'on 
déduit  le  principe  II,  en  y  supposant  A  =  i ,   /  =  o,  [jl  =  i,  w  =  o. 

On  j)arvienl  ainsi  aux  j)i()|)riétés  suivantes  : 

'    des   liLnirs    L,    A 

\ 


sont 


\  projcrlions  équatoriales 

\  hauteurs  z,   'Ç  relatives  aux  points 

l  des  courhes  /lui/iothi'liqui's  par  rapport  à  l'origine  i  j'^  —  ^^)\ 
\  propurlioiinclles  {\  =^  k\  \ 


\  hauteurs  'i,  z  relatives  aux  points  / 

et  SI  les  ,  .  „    ,  •,•,/! 

(  rayons  vecteurs  p,  ix  des  projections  équatoriales  \ 
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lnurnes   A,    L  5on<       ...         par    la    relation      „  ;  ('      ' 

(  "t'5     I  '  \   R  =  c(i  — m)p'"    \ 

(c,  m  étant  des  constantes,  la  surf  ace  fondamentale  S  et  la  surface 

de  révolution  S,   engendrée  par  la  ligne  symétrique  L,  ont  pour 

lignes  méridiennes  les  paraboles  générales 

km 
l.m 


A-  —  1 


„  ,\  les  hauteurs  X.^  z  relatives  aux  points  ] 

Quand     ,  r,     ,  ■      ■  ' 

(   les  rayons  vecteurs  p,  li  des  projections  équatoriales  \ 

1      r  t    T  Allées]  ,        ,     .      \z  —  c(i  —  m)l'"  )     , 

des  lignes  A,  L  sont  \  ...        par  la  relation  \  ^  \  {  '    K  la 

"  l  lies    \'  \R  =c{i  ~  ni)p"')' 

;-,-  .  ■        ^       yr       .  \  l^-'s  pi'ojcctions  équu- 

condilion  nécessaire  et  suffisante  pour  que     ,      ;      *'  .,       ^ 

[les  hauteurs  ç,  z  rela- 

loriales  1  \  soient  des  courbes  inverses  par 

.  «(?«  Il  ornes  A,  L      ,  ,    .  ^ 

<iPe5  aux  points  ]  "  (  donnent   un  produit    constant 

rapport  à  l'origine  (  Rp  =  «-)  i 

/-  -r  _  ^2  \  M  (?s/  ^rwe  /a  surf  ace  fondamentale  S 


a//  yoo«/-  méridienne  la  ligne  j   "  ^^  ? '     [,  A   c7a«Y  ««r 


constante. 


Résolution  de  la  question  (B).  —  S'il  s'agit  de  deux  surfaces  de 
révolution  S,  S,  ayant  pour  axes  l'axe  des  ::,  le  principe  I  du  §  III 
ramène  la  question  (B)  à  la  question  (F),  en  remplaçant  les  sur- 
faces S,  S,  par  leurs  lignes  méridiennes  L,  L,. 

Dans  le  cas  général,  en  désignant  par  v  l'angle  qu'un  plan  tournant 
autour  de  Taxe  des  ^  fait  avec  le  plan  coordonné  (xz)^  et  par  u  un 
paramètre  arbitraire  indépendant  de  p,  on  peut  représenter  les  sur- 
faces S,  S,  respectivement  par  les  équations  : 

(27)  X  ^F(a,  (')cosr,         y   =  F(?/,  t')sinc',  j  =$(«,(•), 

(28;  X-,  =/(/,  p)  cost^,         7,  =/(/,  r)sinf,  :?,  =  o(/,  p), 
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/  élanl  un  paramèlfc  indépendant  de  i>  et  fonction  de  u,  et  F,  <I',  /,  o 
désig^nant  des  fonctions  arbitraires. 
Comme  il  résulte 


(29) 


la  condition 


"S     

2 

F((/,  ( 

•)^/(/.  <■) 

^i  — 

2 

r           *(",< 

■)-^-^(t,  (•) 

cosi-, 


(exprimant  que  les  points  correspondants  de  surfaces  S,  S,,  S  sont  sur 
des  droites  coupant  l'axe  des  z)  est  vérifiée  par  identité. 
Quant  à  la  condition  (4),  en  remarquant  que 

,  _  F(»,  r)+/(<,  r)  r_  '»("■  '■) -^  ? (<» '•) 


elle  se  réduit  à  l'autre 

(3o)         (F-/)  (^  +  -^  -j  :^  ^d»  -  o)(  ^^  +  ^•-  ^j. 

Il  faut,  en  outre,  exprimer  que  le  lieu  des  milieux  des  droites  qui 
joif^nent  les  couples  de  points  correspondants  des  surfaces  S,  S,  est 
une  surface  de  révolution  S  ayant  pour  axe  Taxe  des  z.  Cette  condi- 
tion donne  lieu  aux  relations  suivantes  : 

On  voit  d'ici  f(up  les  surfaces  (27),  (28)  ne  peuvent  pas  être  clioisies 
d  une  façon  arhitiaiic. 

Les  conditions  (So),  (3i)  véritii'i's  pai'  un  cliolx  r()n\onahle  des 
fonctions  F,  4»,/,  9  et  du  paranirtre  /,  la  surface  fondamentale  ï  i-sl 
définie  par  les  équations  (29  ). 
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Exemple.  —  En  supposant  que  la  surface  S  soit  un  cylindre  dont 
les  génératrices  sont  parallèles  à  l'axe  des  z,  on  a 

F  =  fonction  de  p  =  V, 

et  comme  F  +/et<I)  +  o  doivent  être  des  fonctions  de  u  [à  cause  des 
conditions  (3  r)],  on  doit  avoir 

/=U~-V,         9  =  U, -$(?/,  i). 

L  et  U|  étant  des  fonctions  de  u. 
Quant  à  la  condition  (3o),  elle  donne 

On  a  donc  les  équations 

(32)  X  =Vcost',  y   =Ysinp,  ^   =        '^      UU,  —  U,  L" 

(33)  ^,  =  (U-Y)cosr,      r,  =  (U- V)sinr,      z ,  =  -  ^  \  ^  ^l}lA±}h}l , 

t        ^  U    .  „        u, 

î  =  -  cosr,  Y]  =  -smc,  ^=ri. 

2  2  "2 

Celles-ci  démontrent  le  théorème  :  Les  équations  (33)  {dans  les- 
quelles U,  U,  sont  des  fonctions  arbitraires  de  u)  représentent  la 
famille  complète  de  surfaces  qu'on  peut  regarder  comme  des  sur- 
faces symétriques  du  cylindre  arbitraire  {d'2).  La  surf  ace  fonda- 
mentale 2  a  pour  ligne  méridienne  la  courbe 

En  particulier,  si  l'on  suppose 
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(/»  Cl  //  étant  dos  constantes)  dans  les  équations  (32),  (33  j  et  onsuiti^ 
on  élimine  les  paramètres  u,  v,  on  a  :  Entre  les  sur/aces  S,  synié- 
triqurs  du  plan  x  =  m  il  y  a  la  surface  du  quatrième  ordre 

'\n.r-z,  =  (-r'^-l- vO(^-^i  "+"  ^'"■'^'i  —  '"")• 

La  sur/ace  fondamentale  S  est  le  paraboloïde  ayant  pour  ligne 
méridienne  la  parabole 

« 

Dans  la  résolution  do  la  (]uestion  B,  on  pcul  appli(|U(M-  les  principes 
démontrés  au  §  111,  en  déduisant  ainsi  des  propriétés  rcnianpiahles, 
relatives  à  la  symétrie  des  surfaces,  sans  aucun  dévcloppcinonl  de 


calcul. 


n  cosi' 


Nous  nous  bornons  aux  exemples  (piou  déduit  en  applicpuuit  au 
dernier  cas  particulier  le  principe  II,  en  y  supposant  successivement 

(A  =  I,  /  =  o,  a  =  I,  /»  =  o),  (a  =  I,  ^  =  I,  /;  =  o). 

On  trouve  respectivement 

\/icos  r  /*  / 

/3m-           imii  \                                  Càtû           imii 
X   —  1 COSf,  y,  = 

j  x,=  i-^"-^.  +/')  cosr,     _y,=  (^2u  -  £^.  +//)  siu. 

\.u  éliiniiiaiil    //  et   r  ciilie  les  deux  couples  d"éi[Uiilii)US,  nu  a   les 

théorèmes  : 

I    de  hi  surfaee  du  (lualrièuie 
Entre  les  sur  faces  >^  synielriiiues  •  ,      ,   , 

•'  -^  '  j   (lu  i\  li/ulre  ifo/it  lu  section 

ordre  x-  z-=^  m^{  x-  4-  y^ )  j 

I  I     ■  I     1    \-         •  /    i>  "'  I    >,  il  y  a  la  sur- 

droite  est  la  ennclioide  de  .\icome(le  II  —  — ;  -H  A    l 


«  cos  i'        n 
.1//'         iniu 
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face  du  huitième  ordre 

4A-(3x,  -+-  mY{x\  -^y'^x\  =  [(3a;^  -\-  %mXy  —  in^){x\  +->'^)  +  3//  -x\  —  4  nx\z^ 
La  surf  ace  fondamentale  "ïà  a  pour  ligne  méridienne  la  parabole 

VI. 

Un  lieu  géométrique  remarquable.  —  Soit  h{x,y,  z)  une  ligne 
fixe  et  2  une  surface  de  révolution  à  laquelle  on  donne  un  mouve- 
ment de  translation  suivant  la  direction  de  son  axe.  Pour  chaque 
position  de  i,  on  construit  la  ligne  L,  symétrique  de  L. 

Lieu  des  lignes  L, . 

Soit  A(?,  Y],  '0  la  projection  tangentielle  de  L  sur  la  surface  S,  à  un 
instant  quelconque  du  mouvement.  Si  la  ligne  méridienne  de  S  est  la 
courbe  (7),  on  a 

^  =  pcosa,  v]  =  psinM,  "C  =  cp(p) -t- 0, 

p  étant  une  fonction  de  m  et  0  un  paramètre  indépendant  de  u. 
Comme,  en  appliquant  les  conditions  (4),  (5),  on  déduit 


0  =  ;  -  o(p)  +  (p  -  vx'  +  7-)?'(f)'        ^  =  tangM, 

les  équations  (6)   nous  apprennent  que   le  lieu  des   lignes  symé- 
triques L,  est  la  surface  S,  définie  par  les  équations 

_  (10  —  \J.v-  H-  y-  )  X 

\I-x-  +  y- 
(34)  {       _  {1?  -\/x--^y-)y ^ 


z,  =2(p-v'-^^+_x^)9'(?)  +  -- 
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Cas  paidriilicr.  —  Si  lOii  suppose 

.■  =  «cos(^),        j  =  asiu(^),         -  =  v(0» 

a  c'Iant  une  constante  et  ii{l)  une  fonction  arhitrairc  «le  /,  Ii-s  équa- 
tions (3.'i)  se  réduisent  aux  autres  : 


(^^)  ,  >•,  =(:i3  —  ojsin  f- 


Uii  (Ml  coiukit  : 


(2p-a;)cos(^), 
(:.p-«;sin(;;), 
2(p-a)9'(f)-+--K0- 


Quand  la  ligue  L  ^'.v/  donnée  d' uni'  faron  aihiliairr  stu-  un  cy- 
lindre circulaire  de  rayon  a,  le  lieu  des  li<ines  syrnélri(/ites  L,  est 
la  surface  S,  engendrée  par  la  ligne  plane  invariable 

(/o///  /("  /)^///  ^'.çi  f/oMc'  d'iinr  ticinslation  dans  la  direction  de  l'axe 
des  z  ri  d'une  rotation  autour  de  cet  axe,  a\ec  la  condition  que  le 
rapport  de  la  vitesse  de  translation  à  celle  de  rotation  soit  aif'{t). 

I/équation  (3G)  fournit  la  liync  génératrice  de  la  surface  S,  (juand 
f>u  donne  la  surface  de  révolulion  — . 

Ainsi,  par  exemple,  quand  la  surface  mobile  -  est  un  parabo- 
loïde,  la  ligne  génératrice  de  la  surface  S,  est  une  parabole  égale 
à  la  ligne  niéridienm'  de  i^,  ayant  pour  axe  t'axe  des  z. 

Mais  si  l'on  pose 

^.■37)  r„  =  X(x.,), 

on  dédnil  d.-  Téfialité  (3()) 

(•38)  j;=I  rMlPjr_£l,/o. 
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L'équation  (38)  domontre  que  par  un  clioix  coru-cnablc  de  la  si/r- 
face  mobile  2^  on  peut  faire  en  sorte  que  la  génératrice  de  la  sur- 
face S,  soit  une  courbe  (Sy)  donnée  arbitrairement  d'avance. 

Pour  que  le  rapport  des  vitesses  de  translation  et  de  rotation  soit 
une  constante,  il  faut  et  il  suffit  que  ■i^{t)  soit  une  fonction  linéaire 
de  t.  Il  s'ensuit  que,  quand  la  ligne  fixe  L  est  tracée  sur  un  cylindre 
circulaire,  la  condition  nécessaire  et  suj/isante  pour  que  la  sur- 
face S,,  lieu  des  lignes  symétriques  L,,  soit  un  hélicoïde  est  que  In 
ligne  L  soit  une  hélice. 

Si  Ton  suppose  iJ/(/)  =  o  dans  les  équations  (32),  on  a  ce  résultai  : 

Quand  la  ligne  fixe  L  est  un  cercle  du  plan  {xy)  ayant  son  centre 
à  l'origine,  le  lieu  des  lignes  sym,étriques  L,  est  la  surface  de  révo- 
lution ayant  pour  ligne  méridienne  la  courbe  (3G). 
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Sur  les  équations  de  certains  groupes; 
Par  m.  de  SÉGUIER. 


L'objet  de  ce  Travail  est  Textension  de  la  méthode  indiquée  par 
M.  Jordan  (Traité  des  substitutions,  p.  82)  pour  la  recherche  de§ 
groupes  plusieurs  fois  transitifs,  avec  des  applications  aux  groupes 
connus  d'ordre  {p{p'^—i),  p"(p''—i),  /?"(/?-"— i).  J'ai  été  ainsi 
amené  à  reprendre  et  à  compléter  les  recherches  de  Mathieu  sur  les 
groupes  de  degré  q  =  2p-\-j,qetp  étant  premiers. 

J'établirai  d'abord  certains  théorèmes  relatifs  à  la  définition  des 
groupes  (finis  ou  non).  Ils  ont  déjà  été  énoncés  (');  je  ne  crois  pas 
qu'ils  aient  été  démontrés  rigoureusement. 

Soit  S  un  système  d'équations  F,  =  i,  Fo  =  i,  ...  entre  les  géné- 
rateurs a,,  Ui,  ...  définissant  un  groupe  G.  Les  F,  pourront  contenir 
des  a~' .  Chacune  de  ses  conséquences  peut,  par  des  transforma- 
tions identiques  (c'est-à-dire  ne  supposant  aucune  équation  autre 
que  a,a7'  =  i  entie  des  produits  formellement  distincts),  être  mise 
sous  la  forme  typique  Hv.fV-'FV  =  i ,  F  parcourant  un  système 
de  F,^'  où  le  même  peut  revenir  plusieurs  fois,  V  parcourant,  indé- 
pendamment de  F,  des  produits  quelconques  de  a,  et  de  a~' ,  et  \~* 
étant  écrit  de  manière  que  V"'  V=  i  identiquement  (il  en  sera  tou- 
jours de  même  pour  les  autres  lettres  afTectécs  de  l'exposant  — i).  En 
effet,  S  est  sous  forme  typique.  Supposons  qu'on  en  ait  déduit  un 

(')  Cf.  YoiNG,  A.  J.,  t.  \V,  1893;  IloLDER,  M.  A.,  t.  XLIII,  iSgS. 
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système  de  conséquences  sous  forme  l^piijiH'  l'oiinaMl  avec  S  nn 
système  S'.  La  transformation  qui  ramène  une  équation  à  la  forme 
typique  étant  identique  n'altère  pas  sa  valeur  logique,  cl  l'on  pourra, 
dans  toute  déduction,  prendre  sous  forme  typique  chaque  équation 
dont  on  se  sert.  Il  suffit  donc  de  montrer  que  toute  conséquence 
de  S'  peut  être  mise  sous  forme  typi([ue.  Or  on  ne  peut  déduire  une 
conséquence  d'un  système  d'équations  que  par  la  répétition  de  deux 
opérations  :  multiplier  les  deux  membres  d'une  équation  par  un  même 
facteur,  substituer  à  un  produit  d'éléments  un  autre  produit  éj^al  (iden- 
tiquement ou  non).  Le  résultat  de  la  multiplication  des  deux  membres 
de  II\-'F\'  =  I  par  A  s'écrit  identiquement  HA-' V-'FVA  =  i  qui 
a  la  forme  typique.  Soient  ABC  =  i ,  $  =  i  deux  équations  de  S',  la 
seconde  é([uivalant  identiquement  à  13  =  D.  $  sera  de  l'une  des 
formes  B-'D,  DB  ',  BD"',  D-'B.  Le  résultat  de  la  substitution  de 
D  à  B  s'écrira  donc  identiquement,  ou  ABCC~' B"' DC  =  i,  c'est- 
à-dire  ABC.C-'$*'G=i,  ou  ADB-'A-'.ABC=  1,  c'est-à-dire 
A^"^' A~'. ABC  =  I,  donc  toujours  sous  forme  typique. 

Supposons  que,  dans  les  équations  d'un  système  S  définissant  un 
<,'roupe  G,  figurent  deux  séries  de  générateurs  a,,  a^,  .  .  . ,  b,,  b..,  .  .  . 
et  désignons  d'une  manière  générale  par  X(a,)  =  X(«),  \{h,)—-X(0) 
des  produits  des  a"^'  seuls  ou  des  b-'  seuls,  par  X„=,,  X^^,,  ce  que 
devient  le  produit  de  générateurs  X  ou  le  système  d'équations  X, 
quand  on  y  remplace  les  a  ou  les  b  par  i.  Il  est  clair  que,  si  $  =  i 
résulte  de  S,  $*=,  =  i  résultera  de  8*=,  et  plus  généralement  si,  dans 
$  =  I,  on  fait  quelques-uns  des  b  égaux  à  i  ou  entre  eux,  le  résultat 
obtenu  résultera  du  système  obtenu  en  faisant  les  mêmes  changements 
dans  S  (il  suffit  pour  le  voir  de  faire  les  mêmes  changemouts  dans 
toutes  les  déductions  conduisant  à  $  =  i).  Si  donc  «I>  =  i  ne  contient 
que  les  a,  elle  résultera  de  S^^,;  mais  une  conséquence  de  S^=,  ne  ré- 
sulte pas  en  général  de  S. 

Supposons  que  S,^,  définisse  un  groupe  B;  en  général,  S„=,  ne  ré- 
sultant pas  de  S,  les  conséquences  de  S^,  ne  le  seront  pas  de  S,  c'est- 
à-dire  que  la  table  de  multiplication  de  B  ne  fera  pas  partie  do  celle 
de  («  et  que  G  ne  contiendra  pas  B.  S„  étant  le  système  des  éi|iiali()ns 
de  S  où  ne  figurent  que  les  a*',  supposons  encore  i|ue  S„  définisse  un 
groupe  .\.  Ici,  S„  résultant  de  S,  les  conséquences  de  S„  le  seront  de  S  ; 
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mais  G  ne  contiendra  encore  pas  nécessairement  A,  parce  que  S  peut 
identifier  des  a(a)  laissés  distincts  par  S„.  On  observera  que  les  con- 
séquences de  S  dans  A  résultant  toutes  de  84=,,  G  contiendra  A  si 
Si=i  résulte  de  S„.  Je  me  bornerai  au  cas  important  où  S  a  la  forme 

A,(a)  =  1,  Bj((,)  =  \'/a),  b-' a,b,=  A'-(a) 

(/.y,A-,/  =  i,2,...). 

Si  A^=  I,  G  contiendra  B,  car  alors  S^^,  équivaut  au  système  S^  des 
Bj  =  I .  Si  A)  =  I ,  AJ'  =  a/,  G  contient  A.  En  posant  A''''(A*"')  =  A*'''-, 
et  généralement  Af"'(AJ"')  =  A^''^"*',  d'où  Af'"W'"^'""i=  Af "t""'''*', 
on  aura 

'^(by'a,!^(b)  =  Af",  ^(b)-'  y.(a)^(b)  =  a(Af*). 

On  pourra  donc,  en  faisant  passer  les  b  à  droite  et  les  a  à  gauche, 
ou  inversement,  ramener  tout  élément  de  G  à  la  forme  «.(a)  (3(6)  ou 
p(7/)  a  (a).  Je  dis  qu'on  aura  chaque  élément  de  G  au  moins  une  fois 
dans  la  forme  a^  (ou  [3a)  en  faisant  parcourir  à  a  les  éléments  dis- 
tincts de  A  et  à  P  les  éléments  dislincts  de  B  (c'est-à-dire  les  produits 
que  S„=,  laisse  dislincts).  En  effet,  tout  j3(6)  est  égal  dans  B  (c'est- 
à-dire  en  vertu  de  S^^,)  à  un  élément  (3^  de  B,  les  diverses  écritures 
qui  représentent  ^^  dans  B  représentant  en  général  plusieurs  éléments 
de  G.  Dans  la  forme  typique  H  V"'  B*'  V  =  i  de  ^^ë'  =  i ,  remplaçons 
By  par  BjAy'\  l'égalité  subsistera  en  vertu  de  Bj—A'j.  En  faisant 
passer  tous  les  6  à  gauche,  on  voit  que  IIV-'Bj'V,  donc  ^^b'  sera 
una(a);  donc  ^  =  a^^.  a  dépendra  en  général  de  l'écriture  choisie 
pour  Pb  dans  B.  Mais  le  système  des  éléments  distincts  de  A(3„  n'en 
dépendra  pas  et  coïncidera  avec  le  système  des  éléments  distincts 
de  Ap.  Ainsi  (3^  parcourant  B  avec  une  écriture  quelconque,  SAp^  (et 
de  même  Sj3bA)  fournira  au  moins  une  fois  chaque  élément  de  G. 
Si  [3b  ^  ^B  dansB,  A^b  et  A[3b  n'ont  aucun  élément  commun,  car  de 
a^B— °''13b  on  déduirait,  en  remplaçant  les  a  par  i,  que  ^g  =  [3„ 
dans  B.  Donc,  si  un  élément  a.'^^  est  répété,  ce  sera  dans  le  sys- 
tème A^B  où  il  se  trouve,  c'est-à-dire  sous  la  forme  a'^B>  °'-  et  a'  étant 
distincts  dans  A,  c'est-à-dire  en  vertu  de  S^,  mais  égaux  dans  G, 
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c'osl-à-diro  en  vcrlu  do  S.  Cela  n  aura  lieu  que  si  S  élablil  entre  les  a 
d'autres  consê(|uences  que  S„,  c"esl-à-dirc  si  G  ne  conlienl  pas  A.  En 
adjoij,Miant  à  S^  toutes  les  conséquences  que  S  établit  entre  les  a, 
S  cl  G  ne  changent  pas;  mais  S„  deviendra  un  système  S„  définissant 
un  groupe  A'  contenu  dans  G  et  dans  A.  Alors,  a'  parcourant  A',  on 
aura,  sans  répétition  d'élcmcnls,  G  =  A'B  =  BA'. 

Pour  que  S  n'établisse  pas  entre  les  a  d'autres  relations  (jue  S„, 
deux  conditions  sont  évidemment  nécessaires  ('). 

1°  Comme  S  donne  A,(a/)  =  A,(i^'  «/^^)  =  i ,  il  faut  que,  dans  A, 
A,(AJ'')  =  I  et  que  les  A^'  {bi^  restant  (ixc)  ne  vérifient  dans  A  au- 
cune relation  $(AJ')  =  i  qui  ne  résulte  des  A,(A*')  =  i;  sans 
quoi  S  donnant  ^^'^(a^)^*  =  $(A*')  donnerait  $(a)  =  i,  qui  ne 
résulte  pas  de  S^.  Cette  condition  sera  dite  d'isomorphisme.  On 
observera  que,  A,(A^'')  =  i  résultant  des  A/(a)  =  i,  A,(AJ*'''")  résul- 
tera de  A,(A*')  =  I,  c'cst-à-dirc  de  A,(a)  =  i,  et  plus  généralement 
(jue  A,(Aj'  ''  )  =  I  résultera  de  S„. 

li"  Il  faut  que,  dans  A,  A^"'«/A^^'  =  A"'  ;  si  G  est  fini,  léfjuation 
répondant  aiLV  signes  inférieurs  résulte  de  Tautre,  comme  on  le  voit 
en  répétant  la  transformation  par  A^.  Cette  condition  sera  dite  de 
fermeture.  Si  les  Ay  se  réduisent  à  i,  ces  deux  conditions  suffisent 
pour  que  toute  conséquence  de  S  entre  les  a  résulte  du  système  S' 
des  seules  équations  A,  =  i,  ft^'a/i^  =  A*'.  En  eflet,  S'  donne 
/>;'A^"7^*a/6^'A^^i=  A*'"'*'*'.  Donc  ici,  en  vertu  de  ?)\  bf^'Bjbk  et, 
de  même,  tout  [i~'  By^  =  ifi,  est  permutable  à  U/,  donc  à  b~'  O/bj  (car 
b^'a,bi\n,  =  b^' a,biM\,b~'  bi=  b':^ b,\<!i,b~' a^bj  =  \kb:'a,bi).  Donc, 
dans  une  conséquence  $  =  nVpF*' Vp=  i  de  S  (F  parcourant  les 
premiers  membres  des  équations  de  S  ramenées  à  la  forme  typique), 
VpF'^'Vp  se  ramène  à  la  forme  «~' A,(Aj')=^'a,  si  F  =  A,,  et  à  la 
forme  a~' p~' By' jîa,  si  F  =  By.  En  faisant  passer  à  gauche  tous  les 
f}~'  \Vy  Ji,  on  voit  que  *!>  =  i  prend,  en  vertu  de  S',  la  forme  ii!,$'  =  i, 
11'..,  «ï>' étant  les  premiers  membres  de  deux  conséquences  de  S„=,,  S' 
respectivement.  Or  ii!>,  si  l'on  y  intercale  des  b'^'b^  à  des  places  con- 
venables, présente  tous  les  ^  de  $  dans  l'ordre  où  ils  s'y  rencontrent. 

(')  M.  Ilolder  (tnc.  cil.)  seml)le  affirmer  (lu'elles  sont  suffisiinles.  C'est  sur  ce 
point  que  sa  démonstration  (en  particulier  le  §  IG)  m'a  laissé  quelques  doutes. 
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Ils  se  détruisent  identiquement  si  $  =  i  ne  lie  que  les  a,  et  alors 
*  =  I,  qui  équivaut  en  vertu  de  S'  à  une  conséquence  *'=  i  de  S', 
résulte  de  S^  Si  B  est  cyclique,  S  donne  /r'A;^>,  =  A;,  donc 
A.  (A'')  =  A;  doit  résulter  de  S„.  J'appellerai  celte  nouvelle  con- 
dition condition  de  permutabilité .  Si  elle  est  vérifiée  ainsi  que  les 
deux  autres,  toute  conséquence  $  =  i  (sous  forme  typique)  de  S 
entre  les  a  résulte  encore  de  S'.  En  effet,  d'après  les  hypothèses, 
F,_B,  a;  '  sera,  en  vertu  de  S',  permutable  aux  a  et  à  ^,.  On  pourra 
donc,  dans  $,  faire  passer  à  gauche  d'abord  tous  les  F,  qui  y  forme- 
ront un  produit  F^,  puis,  A',^  étant  permutable  à  b„  tous  les  B,  qui  y 
formeront  un  produit  ui.  Comme  plus  haut,  on  devra  avoir  k  =  o. 
Donc  F,  disparaît  en  vertu  de  S'  et  $  =  i  résulte  de  S'. 

Or,  toutes  les  fois  que  S  n'établit  pas  entre  les  a  d'autres  consé- 
quences que  S',  les  conditions  d'isomorphisme  et  de  fermeture  suffisent 
pour  que  G  contienne  A.  En  effet,  en  appelant  b',  la  substitution 
(a„  A/),  «;  la  substitution  (a^,  a.a^),  le  groupe  engendré  par  les  a', 
b'  (les  b'  ne  sont  pas  nécessairement  tous  distincts )\érifie  S' et  con- 
tient le  groupe  A'e^A  (')  engendré  par  les  a',.  Quand' les  A}  =  ,, 
la  condition  de  fermeture  exprime  évidemment  que  les  isomor- 
phismes  {a,,  A'^)  engendrent  un  groupe  homomorphe  à  B. 

1.  Soient  G  un  groupe  de  champ  (j'entends  par  là  l'ensemble  des 
symboles)  i,  2,  . . .,  /i;  A  le  diviseur  fixant  i,  B  un  diviseur  quel- 
conque. Si  dans  les  deux  éléments  a;„  =  (i  a  .  .  .),  x'p  =  (i  j3  .  . .)  de 
G(a,  p>  i),  OL  et  [3  appartiennent  à  un  même  système  d'intransitivité 
de  B,  on  a 

■^a=v;-(3  (moddA,  B). 

Car  6  =(a|i  .  . .)  étant  dans  B,  x^^^  =  (i)  •  .  .  est  dans  A,  donc  x^ 
dans  A.rpB.  Réciproquement  les  éléments  de  Aa;B  substituent  évi- 
demment à  I  les  symboles  d'un  même  système  d'intransitivité  de  B, 
système  qui  peut  être  choisi  arbitrairement  si  G  est  transitif.  Donc,' 


(')  Je  représente  par  cette  notation  l'isomorphisme  holoédrique.  Je  dirai 
d  ailleurs  désormais,  avec  M.  Klein,  homomorphe  pour  homorphe,  el  isomorphe 
pour  fwloédriquemenl  isomorphe. 
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si  (i  est  transilif,  (('i\  A,  13)  (')  est  le  nombre  des  systèmes  d'in- 
Iransitivité  de  G  dans  la  représentation  de  G  rclatiie  à  A  (chaque 
symbole  non  déplacé  par  15  étant  ainsi  compté  comme  svstème 
d  i/itransitiiité). 

Toul  groupe  A  --  -ax  do  substitutions  entre  les  syiiil)oles  i ,  . .  .,  //, 
':(^o)  fois  transitif  divise  d'autres  grou})es  de  substitutions,  par 
exemple  les  symétriques  dont  le^  champ  contient  i,  ...,  n.  Mais  on 
peut  se  proposer  de  chercher  s'il  existe  un  croupe  G,,  /  -+-  t  fois  tran- 
sitif entre  les  symboles  i,  ...,/i,  7,,  ...,7,,  où  A  soit  le  diviseur 
fixant  a,,  . . .,  (7,.  Soit  d'abord  /  =  i,  G,  =  G,  g,  —  t.  Si  G  existe,  on 
aura  la  décomposition  (modd  A,  A)  Cî  =  AXA,  X  =  Z"'Xj(x-,  =  i), 
chaque  0^/7^  i  substituant  à  g-  un  élément  a,  d'un  système  d'iutransili- 
vilé  distinct  de  A,  m  étant  le  noud^re  de  ces  systèmes  d  inlransitivité 
(  dans  le  chanq)  ell'ectif  de  (i  :  l'un  d'eux  se  réduit  à  a)  qui  se  réunissent 
avec  1  en  un  seul  système  d'inlransilivité  de  C,  et  (  AXA)- =  AXA 
ou  XAX^:::AXA.  Il  suffit  évideuimout  qu'on  puisse  trouver  des  x, 
vérifiant  ces  conditions,  et,  si  (r  est  primitif,  tloric  A  maximum  dans  G, 
ou  aura   G  =  |  A,  r,  j. 

La  recherche  de  X  par  tâtonnement  est  abordable  lorsque  Ion  sait 
a  priori  que  G  doit  contenir  des  substitutions  du  second  ordre 
(^7a,),  ...,  (|u"on  pourra  prendre  pour  x,.  Bornons-nous  à  ce  cas,  et 
soit  F,-=  i;,''''/,,ji,  de  générateurs /,'5i(/i  =  I,  ,..,  X),  le  diviseur  de 
A  =  i^/*'' F, /•,.,(/■,!  =  •)  nui  fixe  3£,;  on  aura 

Les  conditions  d'existence  de  (î  dexicnni'iil 

(i)      .r^- =  1 ,     •!■,/,"  •':',=/,,j.,      ./•,/•,.,'■,=  «v'',  «VI       'V) '/=  «;  f*";-. 

a' dépeudaul  de  /,  A;  v',  v",  /'  île  /,  v;  ).'.  A' ,  />  de  /,  /,  A;   /  =  j. /// ; 

/.-  =  I,  ...,  N;  V  =  r,  ...,  (A.  F,);    A  =  i,  (^A.  O;  et   lou  pi'ul 

mettre  a^x^ay.  sous  la  forme  r^'lxi,r^y/i,^.">[  A  est  transitif,  /  ^^  /. 


(')  Je  désignerai    par  (d,  A  )  l'iiHlice  de  A  dans  (i,  |)ar  (('•;  \,  15)  le  iiuiiiUre 
lies  rléiiieiUs  iiicnn|;riis  de  (ï  (iiioddA,  15)  (cf.  l'itoiiKMrs,  Crellr,  l.  101). 
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Le  groupe  G'  dé  fini  par  le  système  S,  formé  de  ces  équations  et 
de  celles  de  A,  est  précisément  G  (certaines  équations  de  S  peuvent 
d'ailleurs  résulter  des  autres). 

En  ciTet,  désignons  un  instant  par  G,  A  les  groupes  abstraits  repré- 
sentés jusqu'ici  par  les  groupes  de  substitutions  G,  A.  Les  équa- 
tions (i)  donnent  G'  =  AXA,  donc  (G',  i);^(G,  i).  Mais,  comme  G 
les  vérifie,  on  a  aussi  (G',  i)^(G,  i),  donc  G'i^G.  Ainsi  S  exprime 
toutes  les  relations  qui  existent  entre  les  substitutions  génératrices 
de  A  et  les  x',;  autrement  dit,  toute  relation  que  Ton  peut  obtenir 
en  formant  avec  ces  substitutions  des  produits  égaux  à  i  résulte 
de  S,  sans  quoi  ces  substitutions  engendreraient  un  groupe  d'ordre 
<(G,i). 

Si  A  est  transitif",  donc  tE:i,  m  =  2,  G  étant  au  moins  deux  fois 
transitif  sera  d'ordre  pair  et  contiendra  une  s,  (')'S;  une  conjuguée 
de  s  déplacera  1  et  pourra  être  prise  pour  x^. 

Soit  <  ^  I  et  A  transitif.  Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  l'existence  d'un  groupe  G^,  t  -+-  i  fois  transitif  entre  les  sym- 
boles I,  . . .,  n,  T,,  ....  Il,  où  A  est  le  groupe  fixant  7,,  . . .,  a,,  F  le 
groupe  fixant  i,  t,,  .  .  .,  a,,  sont  qu'il  existe  des  substitutions 
d'ordre  2,  s,,=  (o-^_(,  'j/,),  . .  ■  (  o-^  =  i  et  les  symboles  non  écrits  fai- 
sant partie  de  2,  . .  .,  n)  telles  que 

[  >^A  =  '  )  ■^Ap''  =  .A'  -^i  '■*!  ==  «'•^1  '^'"' 

l  s/as/=a„  (s,Si^,y  =  f,,  (sjSj^,y-  =  fj„ 

(^.,)  1  (h^i,  ...,  t;  /=  i,  ...,  <  — i;  y=  1,  ...,  /—  2;  X:  =  2,  ..., 
I  t  —  j ;  /  =  2,  ...,/;/ parcourt  les  générateurs  de  F,  «ceux 
f  de  A  qui  sont  liors  de  F;  /•  un  système  de  restes  ^  i  de 
'       A  mod  F  ;  a,  a",  U/  sont  dans  A  hors  de  F  ;  /, , ,  fj/^  dans  F  ), 


(')  J'écrirai,  d'une  manière  générale,  g"  pour  «  groupe  de  degré /«  »,  s"  pour 
«  substitution  de  degré  «  »,  en  entendant  par  afe^re  d'une  substitution  le  nombre 
des  sj'mboles  qu'elle  déplace,  g„  pour  «  groupe  d'ordre  n  »,  s„  pour  «  substitu- 
tion d'ordre  n  ».  J'appellerai  pair  un  groupe  dont  toutes  les  substitutions  sont 
paires.  J'appellerai  constituant  d'un  groupe  intransitif  le  groupe  auquel  il  se 
réduit  lorsqu'on  ne  considère  que  son  action  sur  certains  systèmes  d'intran- 
sitivité. 
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et  ces  équations,  jointes  à  celles  de  A,  déjinisscnt  (i,.  Il  suffit  do 
montrer  que  le  lliéorèinc  subsiste  lorsqu'on  remplace  /  par  /  -t-  i  |  la 
première  ligne  de  (2)  se  confond  avec  (i)  pour  t  =  i,  n>=  2  |.  Or,  si 
G,^,  existe,  il  y  a,  on  l'a  vu,  une  substitution  de  la  forme 

.v,..=(.)(s,)...(^,-,)(^.^...)---, 
telle  que 

«'^.  =  '•         s,^,G,_,Si^,  =  G,_,,        s,,,Gr_,SiG,_,Si^,<GiS,^,G, 

(les  restes  71^1,  modGf_,  de  G,  =  G,_, -1- G,_,«,G,_,  sont  tous  dans 
G,_,  s,G,_,)  et  ces  équations  développées  définissent  G,+, .  Puisque  5,^, 
fixe  I ,  c,,  ...,  T,.,,  il  résulte  de  s,_^,G,_,s,^,  =  G,_,  que  «,^.,  Fs,^,  =  F, 
s,^,Ast^.,  --  A,  et  (siSi^.,y,  (SjSi+,y(j<!,  t)  sont  évidemment  dans  F. 
Inversement,  si  (2)  est  vérifié  quand  on  y  remplace  /  par  /+  i,  on 
aura,  puisque  G/,:=  \  A,  s,,  . . .,  s^l, 

et  Téquation  (.ç,.ç,^,)^  =  /,,  donne 

s,.,G,_,.ç,G,_,.s,^,  =G,_,.9,^,.?,s,^,G,_,  =  G,_,,y,.9,^,*,G,_,<G,5,.,G,. 
(  ",ommc  G,  =  A  +  A.v,  A,  on  aura  (s..  As.,  =  A)  : 

(r^=  G,  +  Gj.SoG, 

=  A  +  A.s.  -+-  A.v,  A  +  As,  s..  A  -+-  As.s,  A  -+-  As^s.^  As,  A . 

Chaque  conq)lexc  du  second  membre  où  A  ligure  p  fois  contiendra, 
a  désignant  l'ordre  de  A,  a?  éléments  distincts  ne  figurant  dans  aucun 
autre  complexe,  car  2jjaP=  a(a  +  i~)(a  +  2)  est  précisément  l'ordre 
de  Gj. 

En  observant  que  .ç,  A.ç,$  As,  A,  dune  ipie  s,  A.v,.  A  est  *^A.v,A 
cl  As,  A  ..V,  A  ^s.  A,  en  sorte  rpie 

A  s,  s,  A  s ,  /\  =  /\  S3  s ,  A  s ,  A  =  A  s  j .  A  s .  \  s ,  A 
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coïncide  avec  A*,*,  A,  on  a  de  même 

G3  =  A  +  As,  -h  As,  +  As.s,  -+-  As, s,  -+-  As,s,s,  -+-  As,  A  -h  As,  s,  A 
-+-  As,s,A-h  As, s, A  -+-  As,s,s,A-i-  As,s,s,A  +  As, s, s, A 
+  As,s,_s,A  +  A*,^,^,*,  A  +  As.^s,s,s.,A-i-  As.,s,s.s,A 

-^^^s,s,As,A  +  As,s,As,A-hAs,s,s,As,A-^As,s,s,As,A 
-^As,s.s,As,s,A  +  As,s,s,s,As,A  +  As,s,s,s,As,A    ■ 
-+-  As,s.,s,As,s.,As,A, 

aucun  élément  n'étant  répété  dans  le  second  membre. 

En  prenant  A  =  i,  a,_,  =  A,   s,  =  {h,h  +  i),   on   obtient  immé- 
diatement, pour  les  équations  du  symétrique  de  champ  1,2,  ...,i, 

(  (A  =  i,...,«-i;    i  =  i,...,t~i-    j  =  i,...^t-3-    A  =  2, ...,/_/_,). 

Ces  équations  exprimant  toutes  les  relations  qui  lient  les  {h,  A-f-i), 
il  en  résulte  certainement,  puisque 

(I2)(23)...(^-I,0  =  (l,o„...,0, 

en  posant  s,  =  a,  s,..  .s,_,  =  b,  que 

//=i,  S/,  =  b'-''ab''-\ 

donc  aussi 

lb'  =  a-  =  (ab-'  abY  =  (ab'JabJ)-  =  i; 

I /- 2,  j,  ...,-,  swest  pair;    y  =  2,  3,  ...,  -—1,  si  <est  impair. 
Inversement  de  (4)  on  déduit  (3)  en  observant  que 

b-'^.ab-'ab".  b''  =  b-'^ab^.  b^'^'^ab''*'', 

ah'.ah-'ab'.b~Ja  =  ab^ab-f 
et  en  posant 

b'-''ab''-'  =  sj,. 


202  DE    SÉGVIER. 

Donc  (  {)  clt'finit  le  symétrique  de  degré  /  {^Comparer  Moore,  P.  L. 
M.  S.,  t.  XXVIII,  1896,  p.  357). 

Prenons  pour  A  l'alterné  de  champ  i ,  2,  3  engendré  par 

r  =  (i2'3)  =  ('l2)(.3). 

ICn  adjoignant  les  substitutions 

s,  =  (i2){i  +  2,  /+  3)         (/■  =  I,  .  .  ..  //  —  3;  n>4) 

<|ui  vriifienl 

.    f'  =  (es,  y  =  (cS/)-  =  s;  =  (SjSj^,  y  =  (.s,5,v0'  =  •  ' 
(  î)  /  =  I ,  .  .  . ,  n  —  3  ;  y  =  I ,...,«—  '1  ; 

'        /i=  2 ,...,//  —  /  —  3  ;  l  =  2,  .  .  . ,  n  —  3 

(on  supprimera  les  écpialions  où  s  aurait  un  indice  ^  i  si  /i  —  '\,  ou 
^  a  si  «  =  5),  on  a  un  g"  n  —  2  fois  transitif.  C'est  donc  l'allerné  .v„ 
do  degré  rt,  et  A-„  est  défini  par  (i).  a.„  contient  une  substitution 
h  =  .y„_,5„_,,  .  .  .  Vo.y,  de  la  forme  (34  •  •  •  ")  ou  (i2)(34  •  ■  •  ")'  *^<^lf" 
que  «  est  impair  ou  pair  et  b~'s,  i'  ^  .v,^, ,  /  =  1 ,  .  .  . ,  //  —  '(.  Donc 
les  équations  suivantes  (où  a  est  mis  pour  s,  et  où  n  est  suppos<"  >  ">) 

//'--  =c''  =  a-  =  (acy  =  (ab-'aby  =  (ah-^'ab')-  =  (ch''ab'  )'  =  r , 

./■  =  2,  .  .  . ,  '-{  n  —  2)     si  rt  est  pair, 
((3)   {  '  ... 

.r  =  2,  .  .  . ,  v,(f'  —  ■^)     SI  n  est  impair, 


>-  =  2,  .  .  . ,  o  —  3 
résultent  de  (ii),  qui  ex[)rime  toutes  les  relations  liant  les 
(i2)(/-h  2,  i  +  3)         {i  =  o,  .  .  .,  n  -  3), 
Inversement  dé  (G)  on  dinluit  ("i^,  en  observant  que 
b-^  .ab-'' ab'' .b''  =  b  ''ab''.b-''-''ab'-\       ab"^  .ab"  ob'  .b' a  =  ab^ab- 
{c/.  Moque,  loc.  cit.). 
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^  2.  Prenons  A  ==  )  (:r,  h)  |,  r  parcourant  un  corps  de  Galois  C(p"') 
crordrc  />'"  (p  premier)  dont  i  est  racine  primitive.  A  fixe  le  sym- 
bole G.  Une  détermination  de  G,  sera  le  groupe  G  =  l(z,  xz  -+-  S) 
p  parcourant  C,  et  a  C  sauf  o.  C'est  d'ailleurs  la  seule.  En 'effet,  dans 
""  8'/'"'(/"-oG'  deux  fois  transitif,  de  classe  p'"  —  i,  il  y  a  p"'-'s''"'  for- 
mant avec  l'unité  un  groupe  normal  H  dont  tous  les  éléments  sont 
d'ordre/)  et  conjugués  dans  G',  donc  permutables.  Donc  tout  divi- 
seur A'  de  G',  qui  fixe  un  symbole,  divise  le  groupe  J  des  isomor- 
phismes  de  H.  Or  les  éléments  de  H  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 
h  =  \Xi,Xi-i-  a^l  (;  =  r,  .  ... ,  m),  .r,,  «,■  parcourant  les  entiers  réels 
modp,  et  celles  de  ^  sous  la  fonnc 

J  =  I  ^h  ^kOt-i^Xf,  I  (modj))         (i,  /i  =  1,  ..  .,  m  ). 

Soit  A' cyclique.  Pour  que  J  soit  un  générateur  de  A',  donc  d'ordre 
//"— I,  il  faut  et  il  suffit  que  sa  congruence  caractéristique  soit  irréduc- 
tible et  appartienne  à  l'exposant  p'"  -  i  (Jordan,  Traifé,  n°  159).  Un 
changement  de  variables  ramène  alors  y  à  la  forme 

I  ^h  Pi^il  (?■=  o,  ...,/;?  —  I ,   p,  =  pp'-) 

et  //  a  la  forme  |  X„  X,  + A,  |.  Les  X,-  étant  conjugués,  G'  est  iso- 
morphe au  groupe  engendré  par  |  Xo,  pX„  |  et  par  les  |  X„,  X„  +  A„  |. 
Or  Xo  =  2™"'  p' J,-,  A„  =  s;""'  p'bi,  les  y  étant  des  fonctions  linéaires 
indépendantes  des  a;  et  les  Z»  des  a  (puisque  les  X  sont  indépendants 
et  de  même  les  A).  Donc  G'=  A'HE=s2(:r,  a.z  -i-  3)e^G. 

Cherchons  les  équations  de  G  par  la  méthode  précédente.  On  aura 
G  =  \a,b\,  a  =  (iz),  b  =  {Q]).  .  .  étant  du  second  ordre  et  de  la 
forme  (xz  -h  [3);  donc  h  =  (i  -  z),  et  G  sera  défini  par  les  équations 

af"-'  =  b-  =  i,  bcvb  =  (i"'  ba\ 

.,  p™—  2  et  où  Y],  "C  sont  à  déterminer  en  fonction  de  ^. 


ou  ;;  ^  (  , 
Or  on  a 


ba^b  =  (ih  +  I  -  ii)  =  {H(ii-  i),  o,  1  -  i^,  . . .), 

Journ.  de  Math,  {'j'  série),  tome  VIII.  —   Fasc.  III,  11102.  SA 
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donc 

rt^'  =  (/  '(/?—  I  ),  1 ,  . . .),  (r^(\,  i  -  r,  ...); 

d'où  les  deux  conditions 

iX-l({i—  i'j==i  (niod/?),  f^i  —  i-, 

la  dcrnièrt'  dctorniinant  i  ol  nioiUraMl  ijiio,  pour  :  <[  //?,  ,1  osl  ^///,  la 
premiôro  donnant  cnsuilo 

.     ^.,  ,  |K/>"'-')        si       />>2 

r,  -I-  ^  —  ^^  .  (  modo   —  i  ). 

(  o  si     /J  =  2 

Certaines  des  équations  ainsi  obtenues  pour  G  pourront  n'-snlter  îles 
autres  et  être  supprimées  :  de  ba^b  =  cC'bcV',  h-  =  i,  par  exemple,  on 
déduit  ba'^b  =  a~^bar^',  ba'^'b  =  a^ba~',  ba'^'b:=:a-ba'^,  ba'b^=a~'^'ba^, 
ba~- b  =^  a~^ bci^' ,  et,  si  p  ~  -2,  on  a 

ba^^b  =  a'^'bà^'^'-ba-  =  a^'  bcr  ba-  =  a'-^ba"^-, 

don,  par  récurrence, 

ba'-'^b  =  a-'"^'ba-''. 

On  obtient  plus  facilement  un  antre  système  décpiations  comme  il 
suit.  Si  l'on  pose 

(;:  -h  i> )z=c^.=  a-'c„a>,         c„  =  c, 

il  est  clair  ([ue  tout  élément  de  G  est  contenu  une  fois,  et  une  fois  seu- 
lement, dans  la  forme 

a-'cl' . . .  c],::;         (x  =  o, //"  —  2  ;  x„,  . . . ,  y,„_,  =  n,  ..  ..p-  ,). 

Si  /'"  =  — '"  '  Xs''\  '"-'S  ^s  étant  réels,  a,  c\,  . .  . ,  c„,_,  \érilieronl  les  équa- 
tions 

a''"-'=cÇ=i,         CpC5=c,Cp,  p,  (7  =  0,  I,  ...,/»- i; 

a  V.«  =  r.^,,         T  =  o,  ...,///  — 2;  a~' c„,_,a  =  r^'.  . 


1-1 1 
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d'où  «•'„,  .  .  .,  c„,_,  s'éliminent  iramédialement.  Or  ces  équations  défi- 
nissent un  gy"(^,"i_,,.  Donc  les  substiluliotis  a,  c„,  .  . . ,  c,„_,  ne  vérifient 
aucune  équation  qui  ne  résulte  des  précédentes. 

Soient  p  =3,  m  =  2..  Les  deux  polynômes  irréductil)les  apparte- 
nant à  l'exposant  4  sont  ;-  ±  ;  —  i .  Soit  ï^eebx  -  i.  Pour  ?  =  i ,  "C  =  2, 
V]  =  3,  et  des  équations 

o"  =/>-=!,  bab^  câ  brr, 

on  déduit  des  équations  analogues  pour  ^  =  ±1,  ±2,  ±3,  en 
particulier  baH>  =  aba'' ,  dont  le  produit  avec  bab  =  d^  ba-  donne 
ba''  b  =  ci'  bd' .  Il  est  donc  inutile  de  faire  ^  =  4  et  le  groupe  est  défini 
par  trois  équations.  Kn  prenant  «-eeei  -h  z,  on  aurait  eu  baJ>  —  a-bà\ 
ce  qui  revient  à  changer  a  en  a~'.  En  écrivant  i,  2,  .  .  .  ,  rj  pour 
!,?,«-,  ...,/',  o,  on  a 

a— [2345678,  i  =  19.23.47.68. 

Pour  p  =  2,  on  a  ce  théorème  (W.  Burnside,  M.  M.,  1896,  p.  1H7) 
que  les  équations 

ci  =  II-  =  I ,  bal)  =  ci~"'  /ici" 

dcfinissrnl  un  groupe  d'ordre  ■>J""k{ni<m)  contenant  un  diviseur 
normal  abélien  d'ordre  2'"'  dont  tous  les  élèwents  r^  i  sont  d'ordre  2. 
En  efTet,  posons 

a-'ba'  —  bj  (b„=  b). 

On  aura  bjbi^,  =  Z^^,  pour  «  =  o;  cela  résulte  de  la  troisième  équa- 
tion, qui  s'écrit 

bcr'  b  =  a-"'bci"-'  ou         ba-'  ba  =  a~"'  ba'", 

et,  si  cela  est  vrai  pour  i^J,  de  bjbj^,  =  b„,^j  on  déduit 


'b„,^ja         ou         l'j+J>j+'>=  b„ 


En  outre 
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Supposons  alors  proiivi-  (|iio  \  /;,  A,.  .  .  .,  iij  \  =  hj  osl  iilx'-lioii  cl  a  tous 
ses  cléments  dOnli  c  i  ou  ■>..  Il  en  sera  de  même  de  lîy^,  ;  car,  pour  i'^j, 
bjbj^,=^a~"' hj',. ,  ...  tijCi'"  cl  bibj^^  est  d'ordre  i  ou  2;  donc,  ou  bien 
bj^,=  bj,  ou  bien  bibj^,^=  bj^ib^.  Enfin  b,„,  ...,  by  sont  dans  B,„_,, 
car  b/,^,)„,^i=  /'A,»+I''*m^-i^-l  (pour  i  =  m  —  \ ,  le  second  meinluc  con- 
tient b(ii^,^,„  qu'on  réduit  j)ar  la  même  formule  où  «  =  o);  /',  /',,  . . ., 
/'„,_,  pouvant  n'ctrc  pas  indépendants,  H,„_,  est  d'ordre  2'"',  rn'^rn. 

En  revenant  donc  aux  notations  précédentes,  si  à  ^  ^  i  répond  ^^m, 
donc  r,  =  I  —  ///,  les  étpiations  a^"'~'  =  6'=  i,  bab  =  a*~'"ba"'  défi- 
nissent un  groupe  G'  d'ordre  £2"'(2"'  —  i).  D'ailleurs,  G'  est  JG, 
dont  les  équations  comprennent  celles  de  G'.  Donc  G'=  G. 

Pour/)  =  2,  m  =  3,  4,  6,  7,  il  est  facile  de  vérifier  que  j  défini  par 
i"^  i  4-  /(mod2)  est  racine  primitive.  Pour  ru  =  G,  par  exemple,  on 
aura 

«""^(i  -I-  «)"'ssi  4-  i-  -+-  t"  +  /'"s:^  I  -f-  /'  4-  /'  4-  r', 

et  /%  /",  /"   sont  ^  I.  Pour  m  =  7,  on  aura 

/'  ^^i  -h  i' ,  /'■"  s^  J-  4-  « ^ , 

j"'eee  (  I  +  /)''he;  I  4-  /  4-  «'  4-  t"^  I  -<-  f% 

i'=''=(i4-j')'=i4-t\  ?:•-'=  r, 

et  127  est  pi  riii  ici.  Pour  ///  =  5,  ^défini  par  rsst-f-i  donne  /";:h:;  1  [aussi 
bien  z''  -h  z  -h  t;^  (-'"•"  -  -l-  i)  (-'  4-  -*4-  i)  n'est  pas  irréductible]. 
Mais,  en  formant  successivement  les  polynômes  réductibles  de  degré 
I,  2,  3,  'd  Jj  ou  trouve  (pic  les  irréductibles  soûl 

:-h\,      z^-hz  +  \,      ;''+;- 4-1,      3^4-:: +1,      z' -h  z -h  i , 

:'-f-;'-t-i,     :;' 4- ::^4--'4- ;  4- I,     :;■' 4- :;' -f- :;' -4- r=  4- i , 

5*4- «'4- -'4- :;  4- I,     -'4- -'+ --4- :  4- I,     ;' -1- -■' 4- ;-' 4- ;  4- 1, 

r''4-r'4-i,     ;•'•  4- r= -I- I . 

Soit  /'■  - /^  4-  I  ;  on  aura  i'*-=^ai  -^-  1  cl  (i  d'ordre  2''(2^  —  i)  sera 
défini  par  «"  —  b^  =  i ,  bab  —  a^^ba'*. 
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Pour  définir  le  groupe  -(^(2,  p)  =  ^=Z  C'^^f)  d'ordre  p"'{p-"'—\) 

où  les  paramètres  a,  [3,  y,  0  parcourent  C  avec  la  condition  ao  — ^y^o, 
z  parcourant  C  et  la  valeur  ce,  il  faut  ajouter  un  générateur  c  repré- 
senté par  une  substitution  de  ^  de  la  forme  (occ)  .  .  .  ou  ('^^\  et  véri- 
fiant c-  =  {cby  =  I,  cac  =  a?,  t  étant  à  déterminer.  Or 


w-{''-.T4!-r')- 


Donc  i3  =  r,  cac  =  a~'  et  les  équalions  de  4^  s'oblienncnt  en  adjoi- 
gnant, à  celles  de  (>,  c'-  =  (cby=  (ca)-=  i .  On  peut  d'ailleurs  réduire 
à  deux  le  nombre  des  générateurs,  car  les  deux  équations  ba^b=a'''bd-, 
ca^c  =  a~'''  donnent  ca^'cbcê-b —  bc^\  d'où,  en  posant  cb  =  d, 
h  —  a'^ d- a~'''  dà^,  c  —  db  =^  dcr"'- d- a-i c/a^,   d'  —  i . 

Pour/>  =  2,  /«  =  3,  p"'(p-"'  —  i)  =  5o4,  -C  est  simple -et  défini  par 

(7)         a' =  b-=  c-  =  (cay-  =  (cby  =  i,  bab  =  a''' ba^ , 

ou,  en  posant  cb  =  d  et  en  remplaçant  (ca)-  =  i  ou  cac  =  a^'  par 
ca--c—a-,  b'-  =  i  par  (a~'Z'a)==  i,  c-=i  par  a^'ca=i,  bab  =  a~^ba^ 
par  ba^  b  =  a''ba-  d'où  b  —  ad'^à^da'^, 


(8) 


/       a'=i,  </'  — 1,  {cPa'^  da'^y- =  } , 

{  (da d'-à^dy  =  i ,  (a'^  dad-a'  da'-y  =  1 . 

La  troisième  et  la  quatrième  donnent 

d' a^  da^  ^  a''  d-  a''  d,  da  d-  a^  d  =  d-  a  ''  da'^  d- . 

Donc 

a*  da .d-a'^  da^  —  a"  da^ d^ a'' d  =  a" da' . d'^ a'  dcâ  da'' . ( a" da^y 
=^  a^  da^.dad'-a.i^a"  da'^y 

et  le  système  équivaut  à 

(9)        a'  =  d'  =  (d'à'  da'y  =  {d-ad-a')  =  (dad-ay  =  i. 
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Si  l'on  pose   a  =  (iz),  /;  =  (i  — r),   c  =  (;"'),  on,  en  t-ciivanl  i, 

■>. ()  pour  I,  /,   /-,  ....  /",  ().   X  rcspcclivomcnt,    a  =  1 2[V\')6'] , 

//  =  i8  .  2  (.37  .  5G,  c  =  8f).  a^  .  36.4  ^  (  ^)  exprime  toutes  le;:  relations 
(pii  lient  ces  trois  substitutions,  et  (8)  toutes  celles  (jni  lii-nl  a  et 
^/ =  rA  =  189.  235.467.  Or,  en  posant 

hrba  =  a  =  (^^)  =  i^^yGSj,        «/w"  =  ^  =  (/«-c)=  18.26.45.78, 

on  v('Milie  les  égalités 

(10)  a'  =  ^=  =  (a^)'  =  (0L"^y."^7.''^y  =  f , 

en  foruianl  les  substitutions  ajî,  a'' j3a' Jîa'^,  . . ..  Inversement  (9)  ou, 
ce  (pii  re\ienl  au  mènn;,  (8)  résulte  fie  (10).  ("considérons  en  elVet  (11) 
comme  tlélinissant  «el^/.  On  aura  fFaljord  f/ =  a-.afl  .a%  donc  rf'  =  i, 
])uis,  en  observant  que  (10)  donne  ^a"^  =  a^a  (dont  le  carré  cl  le  cube 

a  =  '^y-'/iy.'  '^y}  3a-.  ^a»  ^a'  ==  ^a«  ;î .  a-  [ix' .  ,3a° ^.  a'  ,3a^ 
=  a .  ^7.  '  ^7.'^  'i .  a '  lia'  =  a'^  jiia-  (îa * .  ^a;i.  a% 
(12)  «  —  a'.  a^a-[5la.a-jia', 

a'aa'=  3aVa,3a-;ia  =.  ?x';3a^;i. 
;:5a';'i7.\«.a';ix^'^  =  ^a,3a;î  =  a, 

donc  rt'  =  I  et 

o' =  a' ;îa'.  ;îa' pa' ^a^  a  r^  a\  ;ia;ï .  a' ;ia' ;ia 

=.  y:'  3a-.  3a-'  ^a'  ^a».  {%'  jia^)-'  ; 

donc(fla=;3^/>'=i,  (;ia»3r//=;5a'^,3//.  on  a' =  }y''^<l. 
Cela  établi,  on  a 

(na'da'=(/'a   ' 'f"   '  = '/3a^^;ia' -J  =  a'fJa^^a^  jï, 


SUR    LES    KQUATIONS    DE    CERTAINS    GltOlPES.  2(jf) 

(|ui  esl  du  second  ordre  d'après  (lo).  Ce  résultat  donne  iinmédiate- 
nient,  d'après  (12), 

Donc 

dad-a^d=  a^  i^a' d .  ad' d^  da?)  a'  =  a"^  {a' d^  ix)  a\ 

et,  jîuisque  a''  =  [3a- [3</, 

dad'a^d  =  a' (ia .  ajïla .a'  =  a'  |3a .  [3. a' [ia', 

ijui  est  du  second  ordre.  Enfin,  d'après  (12)  encore, 

a'd.ad-a'da'  =  a'  [îa''  [3a^  ^a'  pa% 
a\  a V/a</- a V/a .  a' =  a [3a  .  a' [3a^  l3a^  ^  =  (ia"  p .  a^  [3a' ,3a' [3 .  [Bap, 

qui  est  du  second  ordre.  Donc  (lo)  dé/ïnil  j^  (cf.  Burnside,  M.  A., 
t.  LU;  Fricke,  ibid.,  189g). 

5.  Cherchons  encore  les  équations  d'un  i;roupe  (,'  deux  fois  tran- 
sitif de  degré  p -h  i  (p  premier  >  2)  et  d'ordre  ;;/j(/j-— 1).  Le 
groupe  G.  fixant  un  symbole  est  d'ordre  ip(p  —  1),  contient  un  seul 
diviseur  d'ordre  p  et  divise  le  groupe  métacyclique;  donc  G^  est  semi- 
métacyclique.  De  plus  G2  ne  contient  aucun  diviseur  normal  dans  ({. 
Donc  (j  contient  p  -+- 1  diviseurs  d'ordre  p.  On  va  voir  que,  sauf  si 
P~7j  d"  ^-^^  nécessairement  le  groupe  0,(2, jo)  =  o,  formé  des 
substitutions  de  .^(^,p)  où  ao  —  [3y  est  un  carré.  Si  p  —  7,  g  a  une 
seconde  forme  possible. 

En  posant  b=  (z  -\-  i),  a  =  {i- z),  i  étant  racine  primitive  de  p, 
G2  est  défini  par 

/'-■ 
bP  =  a  ^    =  1,  a-'  ba  —  b''' 

(d'où  a""-^/y^a"= //'",  équation  dont  l'usage  sera  constamment  sous- 
entendu  dans  la  suite).  Les  symboles  étant  ai,  o,  i,  /,  .  .  . ,  /''-',  on  a 

b  =  (o,  I,  2,  .  ..,/_)  -  .),  a  =  {i%  /^  i\  . ...  i'"')(i,  i',  ...,  «>-»); 
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si/>=:  3,  «  =  I.  (MiiMclions  une  substitution  du  second  ordre  c=^(oy:)... 
toile  que  (,'  =  (Ci2,c)  soit  deux  fois  transitif,  G^  étant  le  diviseur 
fixant  oc.  Le  groupe  fixant  o,  oc  étant  de  classe  p  —  i,  c  sera  de 
degré  ^p  —  i .  Si  le  degré  de  c  est  />  —  i .  ;  «  I,  dOrdic  -.(  p  —  t)  et  de 
degré  p  —  i,  doit  contenir  une  substitution  tlDrdn'  2  conjuguée  de  c; 
donc  p^i  (mod4).  Si  donc  p  =^'i,  c  =  occ  .  12  =  (—  :;"'),  <)'  est 
(bTnii  par 

h^  =  c-  =  {bcy=i 

et  coulirnl  n<)iinaleiu(^iil  le  grou|H'  (piailraliquc  \r^li~^rh\\  donc 
G  r=  u.  Supj)Osons  désormais  p^  ").  Il  tant  car  ^  ci^  et  c'ac'  =  cf; 
donc  a'-  =  I . 

Soil  (V abord  a  =  i.  —  Si  c  transforme  en  lui-mrine  cliaquc  cycle 
de  f/,  on  aura,  c  étant  de  degré  >  2, 

f  =  (0,  ^)(/--^,  ,2.-2p)(/îx+.^  j.x+aa^.)^  a:  =  o,  I,  .  ..,^(/j-3), 

p  et  '  rIaMi  (les  entiers  inconnus  <  \\p  —  1).  Le  cycle  (r'"^-?,  r-^^^P) 
coïncidant  avec  (r-^,  r-^*-!*),  on  a  4  f  s^o(mod/>  —  i),  et,  puisque 
/îp  <  «(/J  —  i),  4?  ^/J  —  I .  De  même  [\q  ^  p  —  \  cI/jh^i  (mod4), 

c  =  (o,  a:)  (;,  —  ::)(:;  ^o)  =  (o,  cc)a'  ''  .  Donc  \{  contiendrait 
(o,3c)  et  sa  classe  serait  <ip  —  t.  Ainsi  c  échange  les  deux  cycles 
de  a,  et  l'on  aura  c  =  (o,  oc)  (j=^,  «-^"'P),  a;  =  o,  1,  ...,  l(p  —  ^), 

z     impair    <!(/?  — 0'     °"     c  =  (o,  oc)  (r, /•  ''   rj  (/•  = /P,  -  ^  o), 


(^ 


:  '    représentant  +  i   si  ;  est  carre,  sinon   —  i  :   c  n  est  evi- 

deniiiK'iit  piis  dans  0(2,/)).  Il  faut  maintenaiil  (|uc  rh'^c  soit,  pour 
P  =  i,  ...,  p  — I,  de  la  forme  b'^a-cb^a'',  ou,  c  étant  permutable 
à  i  ff  {  et  «  à  \  b\,  de  la  forme  b-^cb^'a',  ou  encore,  en  remplaçant  j  a  j 
par  un  de  ses  conjugués  dans  Gj,  cb^c  =  b" cb^ b~' o-  b' \  et  cela  suffit. 
Faisons,  en  particulier  [î  =  i,  /  =  r, 

c/;c  =  [yz,  /•,...,  /.r  ''  ',  (A-  -\-  i)r    ''   ',...,-,•'/■  'j, 
b~'a-b'  fixera  /•  d  l'un  devra  avoir 


='■(>■)■ 


cbc  =  b  ^  '•  'ca'b'. 
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Four  délerminerj,  observons  que  h      ''    change  /îr  '''  (fi  ^  —  i)  on 

(-)(  —  )  /        (")    \ 

kr^p    +7-'  P     =m(^o),    que   c  =  [u,j-'''u),    et  que,  Ihialemonl. 


(i)      iJ''^i'r-i-r  =  (k^i)r^   '■   ^     si  /.■  >  o,      =o  si  A' =  o. 

De  là,  pour  A  =  o, 

P  [{—  )  -  -]  +  27^  ^  (m"d/j  -  i). 
Donc  ^^ —  est   impair  comme  p,   (^— ^j  =  —  i    (donc   yo^y)   el 

•^r  =  '^p  +  '-^- 

Cela  posé,  la  suite  S  des  termes  (-),  (-],  -..,  (  ^'  "~  '  j  présente 
(Jordan,  Trailé,  p.  i58)  ^^ — ^  variations  de  signe  exactement,  c'est- 
à-dire  -^ — termes  suivis  d'un  terme  de  signe  contraire  et,  en  parti- 
culier, 7    T'  —  (~7^)  ~  4    (^i  pour/jîiy)  non  carrés  suivis  d'un  canv. 

Soit  donc  A  non  carré,  A  +  i  carré.  On  aura  w  =  (A  +  i )/•"',  (i)  don- 
nera 

ik^ —  I  (mod/;),  A  =^  ^^  ~  '  > 

et  comme  il  y  a   — —  carrés,  S  présentera  3  =  P  ~"  '    variations  de 

signe.    Donc  />  =  7.  On  obtient  ainsi  un  groupe  ç  de   degré  8  el 
d'ordre  1G8,  ^0(2,7),  défini,  en  prenant  /=3,  p  =  i,  par 

b'  =  a^  =  c'-  =  i,         a~'  ba  =  b-,  cac  —  a,         cbc  =  h^ cb' 

(les  équations  répondant  à  ^  =  :2,  ...,  6  résultent  de  celles-ci;  cf. 
n"  1),  et. engendré  par 

oi23.'|5G  =  /v,  124.  365  =  a,         o  30  .  (3  .  2G  .  45  =  c. 

Journ.  de  Math.  (5' série),  tome  \1U.  —  Fasc.  III,   igo2.  3,'> 
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11  conlioiit  un  diviseur  iinrinal  D  d'ordre  8  foimé  des  b-^cb^  et  de 
l'unité,  et  divise  par  conséquent  le  groupe  linéaire  total  à  trois  va- 
riables dans  C(2);  en  désignant  respectivement  ce,  o,  i,  2,  3,  1,  5,  G 
par  les  points  000,  100,  oio,  001 ,  1  10,  01  1 .  111,  loi ,  on  a 

r  =  |,i;  +  1,^)-,  r|,  h  =  \z,.v  +  z,  y\,         a  =  \.i:,  z, y  +  z\. 

Le  diviseur  normal  ;  D,  c  ;  =  ;  ^,  c  |  est  le  groupe  d'ordre  2^(2'-  i) 
du  n"  2.  On  a  évidemment  q  =  \i]a,b\,  et  D  est  le  seul  diviseur 
normal  minimum  possible  dans  un  groupe  primitif  de  degré  8.  Le 
groupe  fixant  deux  svmboles  \a\  a  28  conjugués  et  est,  par  suite, 
penuutable  aux  seules  substitutions  du  groupe  Y  de  générateur 

ac  =^  iG'|325  .  000 

composé  des  six  substitutions  permutant  entre  eux  o,  so  .  Deux  substi- 
tutions Y,  y'  d'ordre  ^  2  de  F  ne  peuvent  être  conjuguées  dans  (f, 
car  si  s"* -s  =  y',  s  doit  permuter  entre  eux  o,  00  ,  donc  être  dans  F. 
Donc  cbacjue  substitution  d'ordre  ^  1  (\c.  V  a  28  conjuguées.  \b\ 
étant  permutable  aux  seules  substitutions  de  ;«,  A;,  b  n'a  pas  d'autre 
conjuguée  dans  \a,b\  par  les  opérations  de  (|'  que  par  celles  de 
|<7,  b[\  donc  pas  d'autres  que  b,  b-,  b\  Ainsi  dans  d'  les  opéra- 
lions  d'ordre  3,  G,  7  forment  respectivement  deux  systèmes  conju- 
gués de  28,  deux  de  28,  deux  de  24-  Les  opérations  d'ordre  2  for- 
ment un  système  de  7.  ;«[  et  ;ft!  ne  divisant  normalement  aucun 
diviseur  normal,  les  facteurs  de  composition  de  ç  sont  3,  7,  2,  2,  2,  1 
dans  cet  ordre  uniipie. 

Soil  mainlrnant  a  =  —  i .  Si  c  transforme  chaque  cycle  de  a  en 
lui-même,  c  =  (o,  ac)(r'%  (^P-")(/"-',  ?'-""'),  a;  =  o,  i  ,...,.!(/>-  3), 
p,  7  <  :  (/7  -  i),  ou  c  =  (;,  \z-'  ),  H  étant  égal  à  r?  =  /•  ou  à  i'"  =  s 
selon  que  -  est  carré  ou  non.  Ici  encore  il  faut  et  il  suffit  que 
c^Pc  =  A-^c/'^7;-'a'7/'.  Or,  si  /?^i  (inod /|),  c  remplaçanl  —1  [>ar 
—  /•,  ou  aura 

c/;o  =  (3c, /•,  ..  .,  --  /•), 

et,  pour  /  =  /•, 
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Donc,  X  =  x'  ^  rel  cbc  =  b'ca'  b''.  Pour  que  le  second  membre  fixe  o, 
il  faut  i^''  =  —  /■.  Soit  alors  v  le  premier  non  carré  (mod  p)  dans  la 
suite  des  entiers  naturels  ; 

cbc  =  /x),  7-,  -,  ••  •>  _  _    ,  -,  ••  -,  —  /•), 
b''ca-  b''  =  i ,  '-s  -(-/•,...). 

Donc  s  =  r,  c  =  {rz~')  et  ()'  =  v)  (2,  p).   Alors 

oi^  =  (.,i,f^,...^), 

et  pour  /  =  ô' 

p 

b-'a'b'=  ('^)(...),         X  =  x'=  ^■,         cb^c  =  b^ca-'b^. 


Pour  que  le  second  membre  fixe  o,  il  faut  i'-'  =  -^  c,  et  Ton  vérifie 

r 

directement  que  cela  suffit,  quel  que  soit  le  carré  —  /•  =  ■/,-;  en  profi- 
tant de  l'indétermination  de   x  on  pourra   choisir  y  pour  une   des 

valeurs  des  p.    Ainsi  v    est  défini   par    b^  ^  a  -   =  c'- =  (ca)- =  1 , 

a^'' ba^  b'',  cb^c  =  h  '^  ca^  b  '>,^i^  =  -A^  x  étant  quelconque  (:^  o) 
et  indépendant  de  [3.  Il  suffira  de  faire  parcourir  à  ^  un  système  de 
restes  tels  qu'aucune  équation  ne  résulte  des  autres  (^cf.  1).  En  pre- 
nant y  =  I  pour  une  valeur  de  ^  on  pourra  éliminer  a  par  la  der- 
nière équation.  Pour  [3  -^  x,  cette  dernière  équation  se  réduit  à 
(6*c)'=  I. 

Pour  p  =  5,  /  =  2,  /i  =  I ,  les  équations 

6'=  «-=  c-  =  (ca)'-  =  (aby-  =  (bcY,         cb'c  =  b'cab- 

se  réduisent  à  ^>'  =  c-  =  (  bcY  =  1  ;  il  suffit  de  vérifier  que,  en  posant 
a  =  cb^cb-cb^,  ces  dernières  équations  entraînent 

{cb'cb-cb')-  =  {b''cb-cb')-  =  {cb^cb''cb'y  =  \. 
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Or  on  a 

rh'rlrrh'  =  rh- .  hrh.hrh''  =  rb' rh'.rhr  .1,'  =  ,h  .hrh  .Ir  rlr 

=  rhc.b'rlrilr  =  h' ri,' rir  rir  =  (  //'  r)h'  rlr.rhr{h'  r  )"' 
r=  {h'c)l>'.chr.l>*{h'r)~'  =  {h*  c) /r , •/>'(/>' c)-' 

ronjuguôe  de  c,  donc  d'ordre  2. 

b'rh'rh'  =  (l>\-)hKrhc.{b'>:)-'^  {b' r)  brb'(b' c)-' 

conjuguée  de  c,  enfin 

rb^  rb- cb*  =  c//' cb-.cb^ C  .c  =  cb^ cb^ cbe 

=  (  rbc)-' .  cb'r.  b'  rbr.  =  (rbr)-'  brl>'  (  rbr.) 

conjiij;uéo  de  c.  Ainsi  0(2,  5)  d'ordre  Go  esl  cnj;-endré  par 

/,  =  (r-+-i)=(o.234)         c  =  (---')  =  (ox)(:ii) 

l'I  délini  par 

b'  =^C^={bry^i. 

Si  /)  3(niod4),  rbc  =  (x,r,  ...,  —s),  cl  pour  /  = /•  il  faul 
,r  =  .V,  ./•' =  7-,  cbc  =  b^ ca' b'' :  lo  second  menihro  devant  lixcr  o,  il 
faut  /^-'  s= —  I,  ce  qui  esl  impossible,  —  .y  n'élanl  pas  carré. 

Si  c  éclianfîc  les  cycles  de  a, 

r  =  (o,^)(/^^/=P-'-=0(r-^-',r— -*'-')=(r,  ^c-'); 

;  =  Z'P"^'  =  r  si  J  est  carré,  ^  =  /'"  '  =  .v  si  ;  est  non  carré.  Or  si 
/>     -  \  (  niod  /î  ),   cbc  =  (x,  /•,...,—  /•),  et  pour  /  =  /•  il  liiiil 

X  =;  ,/;'  =  r,  rbr  =  i>'  ra'  />""; 

le  second  membre  devant  fixer  o,  il  faul  si^'  =  —  r^,  ce  qui  esl  impos- 
sible, .1  étant  non  carré.  Si  pz^'.]  (uuxl  4),  cbc  =  (ao,  /•,...,  —s), 
cl,  pour  /  =  /•,  b~'a'  b'  =  (/•  )  .  .  . ,  ./•  =  s,  x'  =  r,  cbc  =  b'ca'  />''.  Le 
second  membre  devant  fixer  o,  il  faut  /^' =  —  r.  Soil  alors  v  le  pre- 
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luicr  non  carré  (niodp)  dans  la  suite  des  entiers  naturels; 

cbc=  i^,  j;  ^  •■•>  ;;^'  ;. 
f/ccûh'=\ 

Donc  c  =(/•:;-'),  le  groupe  est  v)(2,  p)  et  Fon  a  les  mêmes  équations 
que  tout  à  l'heure. 

Pour  /J  =  7,  «  =  3,  X  =  2,  les  équations 

(  I  )      //=«•'  =  c-  =  (ca)-  =  r ,  a"'  /;«  =  />-,  c/''' c  =  hcah 

(la  dernière  s'écrivanta=cZ*''  c^>'cA")  suffisent,  car  de  la  dernière résulli^ 

cbc  =  i''  cZ'"  a-  =  b''  ca^b'^ 
dont  le  carré  donne 

-  cb- c  =  b\  ccr .  b"  cti'- b'  =  /'' a.  cb" c.  rr  b' 

=  b\ab-.ar.b'a-.b' =  b'cb'  on  {b-ry  =  i, 

et  le  carré  de  cb^ c  =  bcab  donne 

cb'^ c  —  bc  .  ab-.  cab  =  b.  cbc.  b  ou  {bc')''  =  \. 

Inversement  (i)  résulte  de  b'  =  c-  =  {b-  cy  =  {bcy  :=  i .  En  elTet,  en 

posant 

a  =  cb''  cb'^  cb'', 

ca  =  b'^c.b'^cb'^  est  conjuguée  de  b^.cb'^ c^=  b^'cb'-,  donc  de  c,  qui  est 
d'ordre  2. 

a  '  ba  =  bcb^ .  bc  bc  bc  b.b''  cb''  cb'' 

=  bcb^.cb'^c.b^cb"  ^  b.cb''cb''c.b'''  =  b'. 
Enfin, 

a^  =  ce»  cb' .  cb"  cb'  c.  b''  cb"  =  cb"  cb' .  b'  cb' .  b'  rb" 
=  cb"cb^c.bKcb'cb'  =  bcb'  cbc  =  cr' . 
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Ainsi  0(2,-)  est  cngoiulrt'  par 

h  =  (z  -t-  I )  =  012:5450,  c  =  (3r~'  )  =  ox  .  13  .  25  .  40 

et  cK'fini  par 

l,-  =  r^  =  (b'cy==(bry  =  I. 

En  posant  //  =  //',  //  =  //-,  on  obtient  les  é(juations  de  M.  Dyck  ( .]/. 
^.,  t.  X\,  p.  41,  1882). 

■0(3,  2)  ^^(3,  ?>)  étant  un  g*,.^  siinplr  rst  isomorpho  à  0(2,  7). 

Pour  f)  =  i  \ ,   /  =  2,  X  ^  4i  Il's  ('(pialinns 

f>"  =:r/'  =  r-  =  (w)-=  I,  a-'ha=h\  rhc  = // ca- />" 

snfliseiit,  car  le  carré  de  la  dernière  donne  cb- c  =^  b^cab*,  et  sa  qua- 
trième puissance  {cb^ )'-  =  1 . 

Pour/?  =  i3,  i=  2,  /.  =  \,  les  équations 

//'  '  =  a''  —  c'  =  {caf  =  I ,  «-'  ba  =  b\  rbc  =  b'^ca-  b'K 

(b'^r  =  b'  ta  b'" 

sullisent,  car  la  dernière  élevée  au  carré  doiuie 

cb'  r  =  b'cab-'cab'  =  b'rb'  ; 

elle  donne  encore  directement  cb'c  =  b- r/i^w  dont  le  produit  avec 
cbc  ^  b~' ca^  b~'  est 

rb^c  =  b-r/)\t'b  ^ra-b'^  —  b-acb''  ra- b  ^  =.  b^ra^  b'\ 

i.  Soient  s  =  .V,  .  .  .  s^,  *,■  =  (r/,,  .  .  .  (7,^,)  une  suhsliliilion  dordre 
premier  p  à  /•  cycles,  II  =  |  5  [,  II,  =  ;  5,  |.  Clicrclions  le  fjroupc  F  des 
substitutions  permutables  à  H  dans  le  symétrique  de  même  cbamp. 
rcoiilirianl  normalement  II  est  imprimilif  et  contient  normalement 
un  j^'oupi'  K  ne  [)ermutanl  pas  les  systèmes  d'imprimitivilé.  r|1v  est 
isomorplie  au  symétri(jue  [(12),  (12.  .  .  /•)!  de  cliauip   1,  '.,  .  .  .,  /•. 
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Posons 

nf(a,,a,,)  =  a,  nC(«,,  a,,-...  «,,)  =  ?,  |a,  ?|  =  S. 

a  et  P  étant  permutables  à  s,  on  aura  F  =  KS.  Soient  A  une  substitu- 
tion de  K,  A-,  son  eilet  sur  a,,,  ..  .,  «,p,  p  une  racine  primitive  dep 
et  A~'*A=5f'.  On  aura  A7'*,A,  =  sf  et  A,  est  clans  le  métacyclique 
!«,■,  /,  j  où  /T's,/,  =  s?  .  Donc  A  sera  de  la  forme  ïljS'J'  P,  i  ^  t,  . . .  t^, 
et  K  ^  j  s,,  . . .,  Sr,  /  j  d'ordre  p'^{p — i)-  K  contient  normalement 
)  *,,  . . .,  5r  !  =  K-o  ('^  a  /a  parité  de  r.  A,  =  sj/;^'  déplaçant  p  —  i  sym- 
boles ou  p,  selon  que  j;  :^  o  ou  x  =  o,  K„  contient  toutes  les  s''''  de  K. 
Il  est  clair  que  F  est  résoluble  si  /'5  4-  En  remplaçant  au  besoin  /,■  par 
une  de  ses  conjuguées,  on  peut  supposer  que  /,  fixe  o,,  ;  alors  cbaque 
substitution  de  S  sera  évidemment  permutable  à  cbaque  substitution 
de  \s,  1 1. 

Cherchons  le  plus  grand  commun  diviseur  D  de  K  avec  un 
groupe  G  >  H  de  degré  ip,  mais  de  classe  c  >  (/•  —  i)/j,  ou  du  moins 
ne  contenant  pas  de  5^  de  degré  <^rp.  Dans  une  substitution  W^s^'t'- 
de  D,  X  ne  peut  s'annuler  que  si  tous  les  a,  sont  7^  o;  et  si  D  con- 
tient u  =  W^sl'  et  m'=  11^^'''  donc  u'^u"^',  aet  a' vérifiant  ao-,^^—  a' g-', 
(modp),  on  devra  avoir  ao-,^^—  a'T^,  quel  que  soit  i,  donc  o-^s^  Acr,, 
u'  =  ;/'.  Donc  le  plus  grand  commun  diviseur  de  D,  K„  est  }  «  }  =  D" 
normal  dans  D.  Si  D  >>  D,,,  soient  vt-^,  v' f',  ...  ses  substitutions,  r, 
i>',  ...  étant  dans  K,,,  et  l'un  au  moins  des  x,  x',  ...  étant  />  —  1  • 
D  contiendra  (vt-^y(i''t'"f'.  ..=  „7?-+P-''+--^  ^  étant  dans  K„,  et  Ton 
peut  choisir  p,  [3',  ...  tels  cjue  ''^  x  -h  ^' x'  -h  ...  soit  le  plus  grand 
commun  diviseur  0  de  x,  x',  ....  Mais  si  D  contient  «'/"  et  a-'/'"", 
il  contient  (wt'')'"  =  »\„t"'''  et  (T''*v„,' =  «^;  donc  «■'=»*«',„  el 
qy7"'^=  u^(wt^)"\  Donc  D  =  I  £/,  «'/"  I  est  isomorphe  à  un  diviseur  du 
métacyclique.  En  changeant  au  besoin  de  notation,  on  peut  supposer 
que  D^ }  5,  /^  {  et  que  /,  fixe  o, , ,  en  sorte  que  chaque  substitution  de  S 
(formée  avec  les  nouveaux  symboles)  soit  permutable  à  chaque  substi- 
tution de  D.  Soient  0  >  o,  A  le  plus  grand  commun  diviseur  de  G,  1" 
et  -(■/.  une  substitution  de  A,  7  étant  dans  S  et  x  dans  K.  Pour  qui' 
(Yx)-'i^/''^Yx  soit  dans  D,  quels  que  soient  y  cl  z,  il  faut  et  suffit  qui; 
x-'/*'=x  soit  dans  D,  ou,   puisque  x  =  II, .^f'/'S  que    s-''-t''-sJ-  =  sj tl', 
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'7  rt  -.  l'Iaiil  iiulrpcndaiit.s  de  i.  Or,  en  observant  que  (J  «]■('''  =  s'J''' ", 
ht  ((iiidition  précédente  donne  sJ-'p  '"'7^  =  s'Jt'^,  d'où  <Ji(p~^  —  i)  =  7. 
T  -=  I .  Donc  X  est  dans  \s\  et  A  =  DD,  21  divisant  S  ;  A  est  1(^  produit 
direct  de  D,  S,  et  si  /•  =  2,  A  1 1  .s  |  est  abélieii. 

."».  Je  nie  bornerai  à  énoncer  ici  certains  théorèmes  dont  j'aurai  à 
faire  usage. 

/Ja/zs  un  grnupi-  pi-'iniilif  (\  ilc  ilr<;i-c  kp  et  d'ordre  akp  (  p  pre- 
mier, ak  ^  G  inod/>),  le  plus  petit  multiple  commun  M  des  diviseurs 
d'ordre  p  (tous  conjugués')  est  simple.  Si  /i\>  i,  (M,  i  )  est  composé. 
( '.ouuuc  (i  =  Ml?,  n  étant  le  groupe  des  substitutions  permutables  à 
un  gp,  on  a  (i|\h^B|D,  D  étant  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  B,  M.  Si  donc  k  <  5,  C,  \  M  est  résoluble.  Si  k=i,G\M  est  cy- 
clique. Tout  diviseur  normal  II  >  r  de  G  étant  transitif,  donc 
«l'ordre  ^o(mod/>),  donc  ^ÎM,  <i  i  II  sera  cyclique  (Mu.i.er,  P.  L. 
M.  S.,  t.  XXXI,  1899,  p.  i/,8). 

Un  g'"'^  où  a^3  ne  peut  être  a  ->-  1  fois  Irunsitif  sans  contenir 
l'alterné.  On  peut  dire  encore  qu7///  :,-"  primitif  d'ordre  <i:,n\  ne 
peut  contenir  une  s''  que  si  n=  p,  p  -h  i .  /)  4-  2  Plus  généralement, 
////  g"  primitif  d'ordre  <[.'//!  ne  peut  contenir  une  .v*''  (k  <C^(S 
et  <C/')  '7'"'  ■'^'  "  li'p  -h  k  -^  } .  Un  g''"*( y.^'i)  ne  contenant  pas 
l'alterné  ne  peut  être  y.  +  i  fois  transitif.  (  Jonn.vN,  S.  J/. ,  t.  I,  1873, 
p.  ',<-i"i-  '"y.  ^Iiii.i-.n,  /?.  S.'.tm..  I.  !\  .'189S.  p.  1  {1). 

6.  Soient  (i  un  groupe  transitif  de  degré  n  =:  rp  (/>  premier),  de 
classe  c^(r  —  i)/j,  d'ordre  N  =  mp  (m  premier  à  p  et  >•  »  —  p  -h  i ); 
H=i\s[  un  des  g^  conjugués  de  Ci  [.y  =  .9,  ...  .v^,  .v,  =  (a,|  ...  a/^,)]; 
A  le  g5^  des  substitutions  de  (1  ])('rmutal)les  à  H:  D  le  g,/,,  des  substitu- 
tions de  A  fpii  ne  permutent  pas  les  sysièuies  d'intransitiviléde  H.  On  a 
vu  «pie,  si  '/^  I .  A  es!  Il-  produit  direct  de  I  )  pai-  un  ginupr  1  ixiiiioiplie 
à  un  diviseiii'  (bi  g'  s\  uiélricpie.  Les  snlislilu I ions  dOrdre  multiple 
de  p  sont  toutes  dans  les  eonjugui-s  (!<■  A,  et  eliacuu  <le  ces  conjugués 
(initient  au  moins  p  —  i  de  ces  substitutions,  celles  de  II.  M  n   a  donc 

iiu  menus  t-  (  p  —  i  )  substitutions  d'ordre  multiple  fie  p  (et,  par  suite, 
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de  degré  n).  D'aulrc  part,  le  nombre  total  des  symboles  déplacés  par 
les  substitutions  de  G  est  N(n—  i)  et  les  x  substitutions  de  degré  <^/i 
en  déplacent 

sS{n-i)-  n(^—x)  =  nx  -N. 

Or,  c  étant  ^  n  —  p,  x  —  i  de  ces  dernières  sont  de  degré  >  «  —  p+  i . 
Donc 

nx  —  l\^(n  —  p  -{-  i)(x  —  ï)         et         x^ f- >  — 

\         '  -^  ^  ^  -         p  —  I  ^    p 

(d'après  l'hypothèse  faite  sur  m).  Or,  c  étant  >  (/■  —  i)/?,  les  x  sub- 
stitutions de  degré  <^  n  auront  toutes  un  ordre  premier  à  p  et  feront 
partie    des    \xm    {\j,    entier)    substitutions    dont   l'ordre   divise   m. 

N 
Donc  p. ^2  et  il  y  a  au  plus  N  —  2-  substitutions  d'ordre  multiple 

de  p.  Donc 

oyj      -  p 

d'où 

0_- OU  0^2. 

-  p-1 

Si  ;*=  I  les  hypothèses  se  vérifient  d'elles-mêmes  pour  G  non  cyclique 
et  l'on  a  ce  théorème  de  Mathieu  (./.  M.,  2*  série,  l.  VI,  i8(3i,  p.  3to) 
qu'un  gP  non  cyclique  contient  des  substitutions  ^  1  permutables  à 
ses  g  p. 

On  peut  remplacer  les  hypothèses  faites  sur  m  et  c  par  celle  qu'il 
n'y  a  pas  de  Sp  à  moins  de  r  cycles  et  que  la  t/ansitivitc  t  est  'L  2. 
Pour  le  faire  voir,  j'établirai  d'abord  une  formule  générale.  Consi- 
dérons les  K  j  combinaisons  A"  à  A-  des  n  symboles  déplacés  par  un 

g"G  rangées  dans  un  ordre  arbitraire.  Soit  G*  le  diviseur  fixant  les 
A:  symboles  de  la  T''""'  combinaison.  G*  peut  coïncider  avec  G*,  donc 
aussi  avec  un  G*,  où  A'>A;  mais  je  regarderai  ici  chaque  élément 
d'un  G*  comme  distinct  de  ceux  des  autres.  Une  substitution  s  fixant 
Ar -+- V  symboles  déterminés  et  point  d'autres  figurera,   si  elle  existe 

Journ.  de  Math.  (  5'  série),  tome  VIII.  —  Fasc.  III,  1905.  3() 
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dans    (î,    dans    (     T^)  ~  (  j  ^'*-    Donc,    dans     renscmble, 

K;i  =  X,(l*  -  2,(1*"'  +  . .  .,  de  nombre 

eiien,u.-ora(^r)-i!:;)-C-:)--"'-('"r')^^- 

Si  .V  noxislc  pas  dans  G,  clic  ne  fij^urcra  pas  non  plus  dans  E^  et  Ton 
aura,  g^  étant  le  nombre  des  éléments  de  G  qui  llxent  ijl  symboles 
exaclenient, 

,..=rr('*:->'.„=ï;'(:::;>v;(;;i;)    (c^rg.=,y 

Pour  k  ^  i,  c,  est  le  iioiiihre  exact  des  substitutions  de  degré  <^  n.  Si 
(i  est  t  fois  transitif, 

(G*,  i)  =  (G,  i)  :  ,i{n  -  I). .  .{n  -  k  -+-  i)         {k<t) 
et 

c.  =  (G,  i)-^(G..)+.-.4-^=^(G,  ,)  +  (-, )V,... 

Cela  posé,  il  y  aura,  dans  le  c;rou|ie  parliculioi'  ipu-  nous  considérons, 
e,  :=  :,  N  +  ^3  (t-'a>  i)  suljsliuilious  de  degré  -<  //.  Donc 

\_i!'>>lC^         ou  o>2^^^^         <m  o>2. 

2  0/'  P 

Si/  est  >4î  c,  =  ,;.N  -f-  ('s  (^'s>  1  )  et  0  >  3  —  ^'  '  ;  donc  ô> 4» si/)  =  5. 
Pour  />/i,  r  =  3,  G  pair,  (1,  i)  doit  être  ^3,  donc  </>2.  Pour 
/^2,  /•  =  2,  (i  pair,  (2,  i)  doit  élre  =^  i,  donc  </^2  (et  il  en  est  de 
même  pour  /  =  i  û  c^ p  avec  —  >/^  +  '  )• 

7.   Supposons  maintenant    Qp  -^  i  =  y  piemier  et  soient  <|'   un   <^'' 
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transitif  d'ordre  <K9'-)  ^^  ^S'C?"'))  ^  d'ordre  N,  le  g-/"  fixant  un 
des  symboles.  G  contiendra  des  s^;  car  les  substitutions  (7^1)  de  (,' 
permutables  à  ses  g,,  sont  de  degré  9  —  i  =  2p  et  d'ordre  2,  p  ou 
20  ;  or,  si  elles  étaient  d'ordre  2,  elles  seraient  impaires  et,  dans  le  plus 
petit  commun  multiple  des  substitutions  paires  de  Q,  les  g,  ne  seraient 
permutables  qu'à  leurs  propres  substitutions.  G  ne  contiendra  pas 
de  s'',  car  il  faudrait  p  =  lq,  ce  qui  ne  se  peut.  De  plus  N  qui 
divise  (2p)!  n'est  pas  divisible  par  p^;  car  un  gy  y  serait  abélien 
sans  être  cyclique;  or,  toute  s^  est  ici  de  la  forme  .'}::=:s,s^ 
[Si=  («;,  . . .  a,y,);  i=  I,  2],  et  dans  les  s,,  permutables  à  s  qui  sont 
de  la  forme  s^'s^/-,  il  faut  a,  =  a,,  sans  quoi  s""^' s^^' s^-  serait  une.s^'.  Soit 
d'abord  ç  pair,  donc  0  =  c?.  Si  G  est  intransitif,  ses  deux  constituants 
transitifs  de  degré  p,  Aet  B,  étant  premiers  à  G,  on  a  G^A^B,  et 
comme  A  contient  des  substitutions  d'ordre  premier  kp  permutables 
à  ses  gj„  cl  est  ^2.  Si  G  est  transitif,  Q  deux  fois  transitif  contient 

c,  =  l^N  +  C3(<?3>  i)  substitutions  de  degré  "i^p  et^iX^—  s"''. 
Donc 

d'où 

d">i- ou  d^2. 

P 

Si  ç  est  impair,  on  arrive  à  la  même  conclusion  en  considérant  le  plus 
petit  commun  multiple  de  ses  substitutions  paires.  Ainsi  (,'  contic^nl 
des  substitutions  de  degré  2(p  —  j)  =  q  —  3  pej-mutab/es  à  ]s[ 
(énoncé  par  Mathieu,  J.  M.,  2*  série,  t.  XVTII,  187.3,  p.  26). 

Soit  311/  le  plus  petit  commun  multiple  des  g^  de  (-J.  Si  ç  est  pair,  les 
substitutions  d'ordre  multiple  de  p  permutables  à  un  g^  seront  toutes 
d'ordre  p.  Or,  (g,  DXL)  qui  divise  p  (d)  ne  peut  être  égal  à  p,  car  ((J ,  i) 
n'étant  pas  divisible  par  /?-,  (oïL,  i)  serait  premier  à  p  et  chaque  g^ 
de  OR-  ne  serait  permutable  qu'à  ses  substitutions.  Donc  (ç,  OÏL  )  =  1 . 
Donc  si  Çj  est  pair,  {j  =  DV^  est  simple. 

Ainsi  D=  \s,  g[,  g  étant  une  s*"'  permutable  à  ]  s[.  Pour  former  g 
on  n'a  à  choisir  qu'entre  un  nombre  limité  de  formes  distinctes;  car, 
si  tj  est  la  s^l]  permutable  à  j  5,  |  qui  fixe  a,,  et  si  t  =  t,t.^,  on  a 
D  =  j  *,  s1l^[,  (7  et  6   étant  indéterminés;   sj,t\  est  une  conjuguée  /.'' 
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de  /j  complètcmeiU  dclcrrninéc  par  celui  des  a.,^  qu'elle  fixe,  el  si  l'on 
pose  flj.y^y  =  à.^j  (j=^\,...,pclA-^  j  étant  pris  mod  p,  ^o,<p  —  i), 
l'.,  se  déduit  de  /,  en  écrivant  a'.,j  pour  a,j  :  on  aura  toutes  les  s'i"  en 
faisant  variera  et  0. 

Désignons  les  symboles  de  d'  par  o,  1,  ...,  7  —  1  (mod(jr)  :  on 
pourra  supposer  que  <|"  contient  {z,  «  -i-  i)  =  a  et  que  s  =  (z,  i- z) 
<.  étant  racine  primitive  de  rj.  Écrivons  .s  =  (i",  t2{-r+'))(i.*+2-r^  i'+2i-r+')); 
en  faisant  correspondre  t"-"  dans  le  premier  cycle  et  i**^'^  dans  le  second 
au  symbole  x  de  la  substitution  (x,x-\-  ï)(modp)  et  en  observant 
que  la  5,,_i  conjuguée  de  (r,  p'.r)  (p  racine  primitive  de/>)  et  permu- 

table  à  ;(x  H-  i)|  qui  fixe  ;  est  la  transformée  (x,  p^ (x  —  ^)  -h  l)  de 
{x,p^x)  par  (x-h^),  on  voit  que  les  diverses  de  g  sont  ('.-•^,  '."f") 

(^.^=.r^j.^2tp»(x-ÇHÇl)(Ç   =  o,  ...,/)-    1;    0=:   1,/J  -2). 

Écrivons  j3  pour  s,  y  pour  g-,  y,  pour  les  différentes  formes  de  7,  et 
considérons  les  groupes 

(a,  ?,Y,)  =  (^?  =  «- 

fi,  étant  pair  sera  toujours  simple.  Tout  g'^  f|'  où  N  >>(/((/  — i)  el 
<C -(7')  contient  un  G,,  soit  G,,  et  le  plus  petit  commun  nmlliplc  ,Tl 
des  g,,  de  Ç  est  ^G,.  Si  OR>G,,  (J  contient  des  s^  hors  de  G,  et 
((/,  G,)  est  ^q.  Or,  on  ne  peut  avoir  ((,',  G,)  =  q,  car  N  serait  mul- 
tipli-  de  q-  et  ne  diviserait  pas  ql.  Donc  ((J,  G ,)^  q  -}~  1 . 

8.    Pour  ^  =  5,  G,    n'existe  pas,  car  il  déviait  contenir  une  s''~*. 
Donc,  loul  g^  Iransilif  divise  h  niclar\i:liqnc  ou  contient  l'alterne. 
Soient  ^=-,1  =  3, 

a=:oiii34jG,         [i=i2'i.3Gj, 
7,  =  2'|. ')(■),         Y,  =  24. 3n         y,  =  2',.:iC). 

Ici  G.  l'sl  l'alterné,  car  a"' 7,^.72==  ?/|('),  el  G.,  est  conjugué  de  G,, 
car,  en  posant  0=  152(34),  on  a  0- =  ^,  0-'aO=:a-',  O^'y.O^Y,. 
l'xrivousY  pour  Yi?  ^'  pour  (i,,  et  examinons  |  a,  ^,  y!  =  G.  On  a 
aya"'  =  i3.45  =  6.  Lo  g'I'  qui  fi\"'  <'<"st  donc  transitif  puistpie  |  ^,  <i  ! 
l'est,  et  G  est  deux  fois  transitif.  Formons  encore  ^~'  ojïo  —  4-^-2C)  =  £. 
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Le  diviseur  E  qui  fixe  o,  i  n'est  pas  de  degré  effectif  5,  car  contenant  le 
groupe  quadratique  |  y,  s  |  =  Q  il  serait  transitif  et  diviserait  le  méta- 
cyclique  :  or  les  g.,  du  g^  ,  sont  cycliques.  D'ailleurs  E  ne  renferme 
ni  s^  cyclique  (G  est  pair)  ni  s'.   Donc  E  =  Q,  F  d'ordre  \.G  est 

!P,  y,  Si,  et  (G,  i  )  =  4  .6.  7  =  iG8.  Comme  a,  [3,  y  vérifient  les 
équations 

a'  =  ^'  =  y^  =  (y^)=  =  1 ,  p-.  ap  =.  a%  ya-^y  =  .y^a, 

G  est  le  groupe  0(2,7)^^0(3,2)  dont  on  a  déjà  obtenu  la  représen- 
tation en  g^ 

Cherchons  à  former  un  g'  trois  fois  transitif  où  G  soit  le  diviseur 
fixant  7.  11  contiendra  une  transformée  de  y  de  la  forme  l  =  07.  i  a:, 
X  étant  inconnu.  Comme  'Ç^l  doit  être  dans  F  (1),  x  ne  peut  être  2 
ni  4,  car  U^^^  serait  une  s';  a;  ne  peut  être  5  ni  6,  car  on  aurait  respec- 
tivement îCt  =  07.14,  iCe  =  07.12.  Mais  l  =  07.13  donne 

^^^l  =  r/^,         ry!:  =  y,  m  =  o,  donc         ■CFl  =  F 

cl 

^:ar  =  a^^^^a^       donc       raFr  =  arsp=a='F. 

Or  aF  renferme  un  système  de  restes  de  G(moddF,  i),  puisque, 
F  étant  transitif,  aF  renferme  des  substitutions  changeant  o  en  i,  ...,(J, 
Donc  on  a  bien  "CGCSG'CG,  et  ;  a,  ^,  y,  (^  j  =  H  est  un  g'^,,,  trois  fois 
transitif,  défini  par  les  équations  de  G  jointes  à 

l'=CC^[y  =  CCoy=i,       l?:  =  o^,        (:ar  =  aro?^a^      (o-aya-). 

On  vérifie  directement  que  les  transformées  respectives  ^a(A  =  o,  ..,  6) 
de  ^  =  CP~'â^o  =  07.13.26.45  para*  forment  avec  1  un  gg  abélien 
(?,  H,,  ^2)  =  A  normal  dans  H.  On  remarquera  que  A  n'est  qu'une 
fois  transitif  dans  H  trois  fois  transitif.  Tout  diviseur  normal  I  de  H 
coïncide  avec  A,  car  on  a  H  =  IG,  et  G  simple  est  premier  à  I.  Donc  I 
est  d'ordre  8.  Donc  1  =  A,  sans  quoi  lA  serait  normal  >  A  et 
H  1 1  ;^  G  ne  serait  pas  simple  ;  ;  a,  ^,  ?!  et  ;  a,  ^  ;  sont  respectivement 
le  g1„^  composé  et  le  g^^  deux  fois  transitifs  (2,  5).  Si  l'on  convient  que 
7  représenter:  du  C( 7),  H  conlient  (:,  —  ::-')  =  0  ».  iG.23.45  =  ç^-y 
et  par  suite  aussi  0(2,7)=  ;(r  +  1),  (i'-z),  (—  2"');. 
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Soil  r  un  g"  ne  contenant  pas  rallernc.  (F,  i)  divise  ^  =  ^.5.(j.-. 

Si  (F,  i)>7.(3,  rcst>G.  Or  on  a  vu  que,  sir>G,  (T,  i)>4.6.7.8. 
Donc  G  csl  l'unique  g''  ne  conlenanl  pas  l'altcrru'  rt  ne  divisant 
pas  le  métacyclique.  l'ar  suite,  s'il  y  a  un  g'  K  trois  fois  transitif  clans 
le  champ  o,  ...,  7  autre  que  H,  le  groupe  M  (pii  y  lixe  7  sera  le  niéta- 
cycliqne  qu'on  peut  supposer  engendré  par 

a  -=  oi23'|.5G,  0  =  i32G'|5  (0^=  ^), 

et  s'obtiendra  en  adjoignant  un  générateur  X,  permutable  à  |  0  |,  trans- 
formé de  Ô-^  =  i().34  .  2j,  de  la  forme  C  =  (07)  (G)...,  0'  étant 
l'unicpie  So  de  J  0  |,  on  aura 

donc  "s  lixe  i.  On  ne  peut  avoir *C  =  07.34-2 ',  car  "CO'  serait  de  degré  4 
et  K  est  de  classe  G.  Donc  X,  a  l'une  des  deux  formes  07.23.45  =  C, 
07.35.42.  C'01^'=  I2  3G54  n'étant  pas  dans  ;  0  ;,  il  faut  que  <C  =  07 -35.42. 
On  a  alors 

i:o'c=o%      rar  =  a:o^a; 

or  a  ;  0  j  renferme  un  système  de  restes  de  M  modd  1  0  |,  i ,  puisque,  j  ô  | 
étant  transitif,  a  ;  0  1  contient  des  substitutions  changeant  o  en  i, ...,  6. 
Ainsi  K  existe  et  est  unique  :  c'est  donc  le  g\.^,  trois  fois  transitif 
de  Mathieu  qui  se  troui-c  défini  par  a' =  0°  =  ^^  =  (Î^O)' =  i, 
0-'aO  =  a%  raC^arO'a. 

On  a  vu  (5)  qu'il  y  a  deux  g"„,,  et  deux  seulement,  et  (jue  tout 
g",  deux  fois  transitif  a  un  g"  normal  abélien,  contenant  7  s^  conju- 
guées. Soient  oc  une  des  s,  d'un  g^  g  deux  fois  transitif,  i^  =  07.  ir.y:;./// 
la  s.^  à  adjoindre  à  a  pour  engendrer  le  groui)e.  Pour  chacune  des 
déterminations  2,  3,  \,  5,  G  de  x,  y  étant  un  quelconque  des  sym- 
boles restants,  -  a  trois  déterminations  possibles;  d'où  i5  formes  à  es- 
sayer. Mais  0-'  '^0  convient  ou  non  en  même  temps  que  v,  et  l'on  connaît 
déjà  la  solution  ":^  :=  ;  =  07.  i3.2G. '|r>-  ï-"i  condition  s|a|s  =  )a|^l*! 
exclut  les  formes  restantes.  Il  n'y  a  donc  qu'un  g"  „  deux  fois  transitif. 
Ce  n'est  d'ailleurs  là  cpiun  cas  |iarll(iilirr  d'un  théorème  plus 
général  (2).  S'il  y  a  eiuore  un  g"  \  deux  lois  transitif  dans  le  champ 
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o,  .  . .,  7,  le  diviseur  M  qui  y  fixe  7  sera  un  gl .  qu'on  peut  supposer 
être  '  a,  0';  (0^  =  i6.25.3'i)  et  s'obtiendra  en  adjoignant  une  s. 
■(  =  (07)  ...,  transformée  de  0'  permutable  à  0%  fixant  par  suite  deux 
des  symboles  i,  ...,  6  qui  seront  dans  un  même  cycle  de  ô'.  En  consi- 
dérant au  besoin  le  groupe  transformé  par  0,  on  peut  supposer  que  'Ç 
fixe  I  et  6.  On  ne  peut  avoir 'C  =  07.34.25,  car^O*  serait  de  degré  ] 
et  X  est  de  classe  6.  Donc  (^  a  l'une  des  formes  07.32.45  =  "C',  07.35.42. 
Mais  C'a'C'  =  7132546  pour  être  dans  M^'M  devrait  être  de  la  forme 
(6o...)"C'(oi...)  =  a'ÇO^^a,  et  l'égalité  l'oL^Ï.'ot.l'a.^  =  0^*  est  impos- 
sible. Il  faudrait  donc  'Ç  =  07,35.42.  Mais  Wl  devrait  être  de  la  forme 
a'CO'*a'  et  'Ca'"Ca''Ca'  =  0'.  Donc  X  n'existe  pas,  et  les  seuls  g*  de 
fransilivitc  >  2  sont  un  g]  ^,  deux  g]^^,  un  «^j^,  un  g]^^^- 

9.   Soit  q  =  i\ .  On  a,  en  écrivant  a  pour  10, 

a  =  oi2345G-89«,         1  =  2,         ^  =  i4593.28«76. 
Si  Y  est  d'ordre  2,  y  a  l'une  des  cinq  formes 

Y,  =  43.59.86.07,         72  =  43.59.02.76,  73  =  45.59.78.62, 

7,  =  43  .  59 . 6a .  28,         7,  =  43 .  59 .  27  .  8a. 

Mais  comme 

[(a>7.)H=''T.)'']'=t^5,      (a'73)*=o_f8,      [(aY,)«(a«7,)'']=  =  i6a, 

G,  =  G3  =  G5  est  l'alterné.  Passons  à  7,,  G^  que  j'appellerai  respecti- 
vement 7,  G.  Les  substitutions 

a-^7a'a-''7a^  =  15.28.40.67  =  X,  a}^;y.-- =  081.287,45  =  [J. 

(qui  montrent  que  G  est  deux  fois  transitif)  engendrent  un  g"  E  où 
Xu.  =  052.148.376  =  X  engendre  un  groupe  normal,  et  où  la  troi- 
sième s.  est  x^'Ày.  =  42.oi.85.36  =  V,  les  systèmes  d'intransitivité 
étant  o,  I,  2,  4,  5,  8  et  3,  6,  7.  Je  dis  que  E  est  le  groupe  fixant  a,  9. 
En  effet,  en  adjoignant  Ç  =  ^-'7^  =  93.15.26.78  et  en  posant 
t'A  =  05486. 1 2897  =  0,  on  a 

05  =  r-  =  ('C0)'  =  i. 
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Donc  ;  V,  0  ;  =  F  est  parliellonient  homomorplic  a»  ^l^  simple.  Donc 
il  lui  est  isomorphe.  D'ailleurs  F  contient  A=G^!^6'«0'.  Donc 
F  =  ;  V,  X,  [jL  J  et  F  est  Y  unique  g[l  transitif. 

Cherchons  à  adjoindre  à  F  une  substilulion  z  telle  que.  dans 
I  F,  p  I  =  G',  F  soit  le  groupe  fixant  a.  G'  étant  deux  fois  transitif,  on 
peut  supposer  que  p  =  (9a)...  est  conjuç;iH''  de  y.  On  doit  avoir 
oE3;=  Ë.  Donc  p  permute  entre  eux  les  symboles  de  chaque  système 
d'intransitivitê  de  E  et  fixe  un  ou  trois  des  symboles  3,  6,  7.  Si  p  n'en 
fixait  qu'un,  p  serait  permutable  à  celle  s  des  trois  s,  de  E  qui  le  fixe  et 
fixerait  deux  symboles  d'un  des  cycles  de  s  en  déplaçant  quatre  autres 
des  symboles  o,  i,  2,  4,  5,  8  sans  avoir  dans  le  champ  de  ces  symboles 
un  cycle  commun  avec  s  (poserait  alors  une  s-  )  ;  dans  ces  conditions  p 
ne  serait  pas  permutable  à  J  x  |. 

Soit  donc  p  —  3.0.7.09...;  p  devant  être  permutable  à  x,  X,  a,  v  a 
trois  formes  possibles 

p,  =  ag.o'j.  12.58,         Pj  =  «9.01 .28.4  J,         p^  =  09.08. 13.24. 

Mais  comme  (pas)'  —^^9i  1^»  pa'  '^^'^  alterné  et  p^  ne  convient  pas; 
si  d'ailleurs  on  pose  52.48.36  =  ':,  on  aura  zz-^'z^^,  et  txt^x-, 
tÏt  =  v^x-,  donc  tFt  =  F.  Bornons-nous  donc  à  faire  p  =  p,  et  sup- 
primons l'indice  i.  On  a 

pOp  =  Op;j.O,         pO\o  =  0^pO'. 

(  )r.  01']  +  0-E  contenant  dos  substitutions  qui  remplacent  9  paro.  ...,8 
renferme  un  système  de  restes  de  F(mod  E,  1).  Donc,  ilcvistc  un  g].\^^ 
G'  deux  fois  transitif ,  cl  il  est  unique  comme  \<i  g[l  transitif  qui  y  fixe 
un  symbole.  Donc  G'  =  G  [a  =  ^(Ch^yld-,  ?  =  0'^0=rpO.  y  =  P^V'  L 
et  G  est  défini  par  les  équations  de  F  jointes  à 

p^  =  {fky  =  (pO»)  '  ==  I ,  -^v.^  =  X,  pOp  =  OpaO, 

ou,  puisque  uiO  =^'Çh^X,h-'t,  par 

0^'  =::-  =  (ro)'  =  p^  =  (pO»)'  =  (pO-:o^:o^)=  =  i, 
prop  =  ro,      pOp  =  Opro^ro=r. 
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Gelant  simple  contient  12  -,,  et  est  représentable  en  g'-  deux  fois 
transitif  (le  diviseur  fixant  un  symbole  contient  des  s,,).  G  est  donc 
isomorphe  à  l'unique  g^^:„  deux  fois  transitif  0(2,  11)  dont  on  a 
trouvé  les  équations  sous  une  autre  forme  au  n°  5. 

Considérons  maintenant  j  a,  [B,  y,,  j  =  G..  Les  substitulions 

a-  Y ,  a--  =  oC) .  1 2 .  3 7 .  4 8  =  l;.' 
et 

a-''y,a''.^-V.-''Y,a*;3'  =  074.125. 3G8  =  -/.' 

montrent  que  G^  est  deux  fois  transitif.  En  posant  t  =  13427568 
on  a  T-'  x't  =  X,  t"'  [x't  =  jj.  ;  donc  }  x',  [x'  {,  qui  fixe  9,  o,  est  d'ordre  Ù 
et  Gj  d'ordre  >G6o.  D'ailleurs 

-Z-' a-.  =  ^fP  [x'Çvr , 

Donc 

c-'G,T  =  G. 


Clierchons  à  adjoindre  à  G  une  substitution  1  telle  que,  dans 
j  G,  (7  {  =  H,  G  soit  le  groupe  fixant  b.  H  étant  trois  fois  transitif,  on 
peut  supposer  que  1  =  (ab)  ...  est  conjuguée  de  y  et  l'on  voit,  comme 
pour  p,  que  C7  a  Tune  des  trois  formes 

C7,  =  ai'.o'(.i2.58,  <7,  =  aZ/.  01.  28.45,  a,  =  a^*.  08  .  i5.  24. 

T,  estàrejeter,  car  a-,  p  =  a^>9;  ct^  de  même,  car,  en  posantT  =  o5. 14.67, 
on  a  tAt  =  X,  rxT  =  x-,  t'Ct  =  a'C,  donc  tFt  =  F  et  tct^t  =  cr,.  Soit 
donc  a-  =  .C72  et  effaçons  l'indice.  On  aura 

(7-  =  ((7p)3  =  I ,  axer  =  X,  (iAc7  =  X,  a'C'7  =  XC, 

et  ces  écjuations  jointes  à  celles  de  G  définissent  H.  La  substitution 
'^'=  (-)  — -"')  (mod  II)  qui  s'écrit  (en  mettant  Z»  pour  oo,  a  pour  10) 
o 6.10.25.37. 48. 69  n'est  pas  dans  H  (contrairement  à  l'assertion 

Journ.  de  Math.  (5'  série),  tome  VIII.  —  Fasc.  III,   1902.  37 
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il<>  Matiiif.i,  ./.  J/.,  iS~r),  car  O^cza'Ya'î'a'Ya')- ^  o'iuG.  iS^;,  «nii 
li\<^  />,  (I.  i).  n'est  pas  dans  Iv. 

Si  Y  L^sl  d'ordre  'i,  on  a  encore  cinq  formes  7,,?  'l-.i  Vs?  Yj.  Yi».  dont 
les  carrés  reproduisent  respectivement  y,,  .  .  . ,  y^.  Comme  J  a,  f(,  y,  i 
est  •!;  I  a,  ^,  y'-  J,  il  siifRt  de  considérer 

Yt  =  -'i53f).«72G,         y,,  =  .'|539.(j2<7  8. 

Considérons  d'ahord  C;  =  (j'en  écrivant  y  pour  y^.  On  a 

'x'^yr'  —  o'3^82 . 1 79(35  .  «  =  0,  a "-ya-  =  GySo .  1 9^8 .  a .  i> .  3  =  £. 

Donc  le  li'"  fivanl  a  est  Iransilif  cl  ({  l'est  deux  fois. 

y~'- îy-  =  1  j38  .  o7(>9 .  2  .  { .  r/  =  r,.  r^vr^-  =  0879  .  i G'|5  .«.2.3  =  0. 

Donc  le  i;'''  fixant  r/,  3  et  le  g"  lixaul  a,  2,  3  sont  liansilifs;  et  d'est 
quatre  fois  transitif.  J  £,  0  |  est  un  g"  régulier  (le  groupe  des  quater- 
nions)  que  l'on  peut  transformer  par  r^Z"'-z-0'  =  co  en  un  groupe  lO  de 
générateurs 

oj~'  uo  =  o")(Î7 . 1 2'(3  :=  A,         oj'  '  Oco  =  02G3 . 1 7 'j5  =  a, 

lixant  a,  9,  8.  défuii  jmr 

A'  =  a'  =  I ,  A-  =  ij.-,  ur'  Au  =  A-'. 

S'il  <-xisli'  une  s.,  'Ç  =  (78)  .  .  .  Ii-llc  que,  dans  |  (P>,  'Ç  [  =  .:",  (0  soit  le 
diviseur  fixant  8,  on  peut  suppo.ser  t  semblahlc  à  A-  —  oli .  1  '1 .  23  .  ^)-j. 
Pour  (pic  *Ca-*^  =  (58)  .  .  .  ail  la  forme  (fldj  (/,  d  étant  dans  lO, 
il  faut  (jue  </  =  57  . .  .  ,  il'  :=  "jH  .  .  .  .  donc,  it)  étant  rég,ulici'.  ipie 
(f=d'—\-,  donc  que  'Ç\-'Ç  =  A'i^A-,  on  (Ta')'  =  0^'''^)'  =  '•   t)o"f 

Vk"  =  (785)  .  . .  et  'l  =  (78)(5) CetX=  n'ont  aucun  cycle  commun, 

car  Ta-  étant  une  s-,  de  degré  <^  9  serait  une  s^,  donc  de  degré  infé- 
I  icur  à  la  classe.  Donc,  si  ,r,  y,  z,  l  désignent  i ,  2,  3,  'j  dans  un  ordre 
quelcon<pie  et  si  i^  ^=  o./.  (i  1- . . .,  ./•  et  a  ne  sont  pas  dans  le  même 
cycle  de  A-,  car  "i  et  /.-  auraient  le  c\clç  zl.  Ou  a  donc  à  essayer 


SUR    LES    ÉQIATIONS    DE    CERTAINS    GROUPES.  28f) 

pour  'Ç  les  formes 

r,  =  01.60.43.78,  r,=  01.G3./12.78, 

r,  =  02.61.43. 78,  i:,  =  o2.(34.i3.78, 

r^  =  03.61.42.78,  r„  =  o3.6{.i2.78, 

Z.  =  o\ . 62 .13.78,  ss  =  o '1 . 63  . 1 2 .  78. 

On  a  ('C.,X-y=i,  '(,  A 'J,  =  jji'>^.,  AuL  ;  donc  on  poul  prendre  Z.,. 
Z^TZ.,  n'étant  pas  dans  tD^ocO,  'Ç.,  est  à  rejeter.  Or  les  substitutions 
i4  .  23,  i4  .06,  23.06  permutables  à  cO  transforment  respectivement  Z, 
en  "Cg,  "C,  î^5  et  u^  en  Z-,  "C„,  'C3.  Il  suffit  donc  de  considérer  l;  dont  je 
supprimerai  l'indice  (ce  choix  a  pour  but  d'obtenir  finalement  un 
groupe  contenant  a.  [5,  y).  |  (0,  Z',  =  C  est  défini  par  les  écjuations 
de  lO  jointes  à  (^Xî^  =  ii.'"sXijL  [d'où  résulte  ('(a-)^  =  i],  qui  s'écrit 
(CX)-  =  p^'î^uL.  S'il  existe  unes,,  p  =(89)  ...  telle  cpie,  dans  ]C,p[  =  .î, 
i'  soit  le  diviseur  fixant  9,  on  peut  supposer,  F  étant  trois  fois  transi- 
tif, p  semblable  à  A'-.  Zp  devant  être  d'ordre  3,  p  fixe  7.  Zp  devant  être 
de  degré  9  (la  classe  est  8),  p  n'a  aucun  cycle  commun  avec  Z.  p  devant 
être  permutable  à  A-  fixe  5  et  a  un  cycle  commun  avec  A-,  mais  un 
seul  sans  quoi  pÀ-  serait  de  degré  inférieur  à  la  classe.  Donc  p  a  l'une 
des  trois  formes 

p,  =  8g.  o3  .  i4  •  26,  p2  =  89.04.16.  23,  p.,  ^  89.06. 12  .  34. 

Les  substitutions  o6.i3.24,  01. 23.46  permutables  à  (ô  et  à  "C  trans- 
formant p,  respectivement  en  p,  et  en  p^,  on  peut  se  borner  à  consi- 
dérer Pj  et  supprimer  l'indice;  les  relations  p}.p  ^"k^,  puip  =  Xul' 
[ou  (pX)-  =  i,  (pLi.)-  =  X],  (Zpy  =  i  assurent  d'ailleurs  l'existence 
de  J  défini  par  ces  équations  jointes  à  celles  de  C.  S'il  existe  une  s., 
a-  =  (ga)  .  .  .  telle  que,  dans  ;  .f,  !7  ;  =  ç',  g  soit  le  diviseur  fixant  a, 
on  peut  supposer,  ç'  étant  quatre  fois  transitif,  c  semblable  à  X-  et 
fixant  7,8.  X-o-  et  Zt  étant  d'ordre  2  et  pa  d'ordre  3,  t  fixe  5,  a  exac- 
te(nent  un  cycle  commun  avec  X-  et  Z,  mais  aucun  avec  p,  d'où,  pour  a, 
les  deux  formes 

a-,  =  ga  .02  . 1 4  .36,  o-^  =  ga.oi .  23  .46. 
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La  substiliilion  oG.  i3  .  2  i  permutable  à  tO,  '^,  p  Iransforniant  c,  en  (7j, 
on  peut  se  borner  à  considérer  «r,  et  supprimer  Finclice;  les  relations 
crXcr  =  >v!jL,  auLO-  =  u.',  (aÇ)''  =  (^?)'  =  '  assurent  d'ailleurs  rcxislcnce 
de  (|  défini  par  ces  équations  jointes  à  celles  de  ^.  (/  contenant 
a  =  cfi^X  contient  forcément  ^  (C);  il  contient  aussi  y  =  a'^paX-^IuLA. 
Donc  {i'^Ç.  D'ailleurs  le  diviseur  do  d' qui  fixe  a,  9,  8  est  ^au  diviseur 
analogue  de  (]'.  Donc  (|''=  (J.  On  vérifie  aisément  (jue,  jiour  tout  autre 
système  de  déterminations  de  'Ç,  p,  g,  Cj"  est  :^  <j. 

Ya  n'est  certainement  pas  dans  (ï  comme  le  dit  Mathieu,  car 

pZ'/.ixy.,  otAw  =  o'^'i  I  jjG 

devrait  être  dans  lO.  Mais  si  l'on  pose 

(Y.a'y-  =  0',         ^■"'V»^''?  =  ''  =  1084.  25G3, 
o-(Y,,a«)»  =  0',  £-'0'£=  A'=o_'i2j.iG73, 

(0'^o'X')-'o'(0'-v:'A')c'=  ul'=  io;2.3'4G5, 

on  voit  que  |  a,  [5l,  yj,  |  =  Gg  est  quatre  fois  transitif  et  quecô'=  ;  V,  a'  ! 
est  ^  au  diviseur  de  G»  qui  fixe  a,  9,  8.  En  posant  encore 

'Ç  =  87  .  o3  .  20  .  4G,         p'  :=  98  .  oG .  23  . 4  J)         ^  =^  ^D  •  (^2  •  35  .  4G, 

]  Ld' ,t',  p',  d'  \  =^  {]",  CO  =  Io42(")5, 

{{"  contient  7»=  [x'-'"Cp'V''"(');'(j'p'  et  a  =  o-'p 's'[jl'%  donc  ^3,  et  l'on  a 

(('"  =  Gu ,  co~'  (.0 CO  =  iD', 

W"''»a)  =  v',  ti)~'poj  =  p',  co~'c-a)^7', 

c'est-à-din;  (pie  (J"  est  seuiblajjle  à  (j. 

S'il  existe  une  s^,  -  =  (ah)  . . .  telle  que,  dans  I  (J,  t  !  =  3C,  (i'  soit  le 
diviseur  fixant  h,  on  peut  supposer  t  semblable  à  A^  et  fixant  9,  8,  'j. 
Comme  ta-,  tÏ^,  Tp  sont  d'ordre  ?.  et  tt  d'ordre  3,  t  a  un  cycle  coni- 
inun  avec  A^,  Z,  p  et  aiiruii  avec  7;  d'où,  pour  t,   la  forme  unicpie 

T   =:  f//'  .  oG  .  l3  .  2'|. 
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Les  relations  tXt  =  V,  t[ji.t  =  I^k,  (t'C)-  =  (Tp)"  =  (to-)'  =  i  assurent 
l'existence  de  3e,  qui  est  unique  et  défini  par  ces  équations,  jointes  à 
celles  de  ç.  Si  l'on  convient  d'écrire  b  pour  30  ,  a  pour  10,  on  aura 

(:,  —  =""')(  mod  1 1  )  =  o  /> .  1  a .  2.5  .  37 .  48 .  G9  =^^  a-'  '^hCa^  p'ÇAy.  ; 

donc  X  contenant  (::+  i),  (rz),  (—  j-')  contient  «(a,  1  i). 
Soit  r  un  g"  ne  contenant  pas  l'alterné.  (F,  i  )  divisera 

II  !  :  2.3.5.7  ^  4  ■  *J  •  8  . 9 . 1  o  .  I  I 

et  aura  la  forme  ii  c/(i  i  k  -+- 1),  d  divisant  10  (cf.  Cole,  Q.  .T.,  1894, 
p.  4j)-  Dans  le  g'"  fixant  un  symbole,  les  s^  ont  deux  cycles  :  donc 
les  substitutions  permutables  à  un  g-  dans  ce  g'"  forment  un  groupe 
dont  l'ordre  5  S  divise  5.4  (4)  et  l'ordre  du  g'"  a  la  forme  5o(5x  +  i). 
Si  r  ne  divise  pas  le  métacyclique,  il  contiendra  G  (g  contient  G)  et 
osera  >2,  donc  =  2  ou  4-  Les  seuls  ordres  multiples  de  G60  remplissant 
ces  conditions  sont  110.72,  110.96.  Si  F  est  pair,  (^  =  5  et  110,72 
est  seul  admissible  :  mais  alors  0  =  4  et  l'on  retombe  sur  (,'.  Donc,  G 
et  y  sont  les  seuls  g"  pairs  d'ordre  >  n  .10  et  <  :r  i  i  !  L'ordre  d'un  g" 
impair  non  symétrique  devrait  donc  être,  s'il  dépasse  1 10,  2(G,  i)  ou 
2(5',  i)  :  ces  deux  nombres  étant  ^  1 10.96,  G  et  (J  sont  les  seuls  g'  ' 
d'ordre  '^  i  \  .\o  et  <^~ii\. 

On  sait  déjà  que  G  et  (,'  étant  pairs  sont  simples.  Si  JC  avait  un 
diviseur  normal  A  <  3C,  on  aurait  3e  =  (j'A;  f,'  simple  devrait  être 
premier  à  A;  mais  A,  quatre  fois  transitif  et  normal,  contenant,  par 
suite,  tous  les  g'  '  de  3C,  contient  ceux  de  q  et  ne  peut  être  premier  avec 
lui.  Donc  3C  est  simple.  JC  est  maximum  dans  le  g'-  alterne,  car 
si  X.'  était  un  g'->  JC,  le  g^  fixant  cinq  symboles  dans  3C' serait  >  r  et 
la  classe  de  X',  cinq  fois  transitif,  serait  <  2.5  —  2. 

Dans  X,  une  s,  ne  peut  être  permutable  à  un  g,,  pour  i=  2,  3,  car 
on  aurait  un  g,  , ,  produit  direct  d'un  g,  par  un  g,,,  donc  cycliques 
représenté  en  douze  symboles,  ce  qui  ne  se  peut.  Cela  exige  qu'il  y 
ait  2-.  3. 5  ou  2''.3'=i728  g,,.  Dans  le  premier  cas,  chacun  est  normal 
dans  un  ifs'.n  qui  devrait  contenir  11  g,'  dont  deux  auraient  un  plus 
grand  commun  diviseur  d'ordre  2'  normal  dans  un  e.,»  ,,  abélien  con- 
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tenant  un  >^,,,  cy(li<[n(\  //  y  a  donc  1728  {,',,.  De  même  une  s,  ne 
peut  cire  perniutaMr  à  un  j; ,  pour  /  =  3,  i  1  cl  cela  exige  qu'il  y  ait 
dans  3C  2376^5.  Donc,  les  i,^;  étant  de  classe  10,  chaque  s;'.\  qui  fixe 
deux  symboles  en  contient  237(1  :  '■;,—  =  36  dont  le  ])lus  ])etit  com- 
mun multiple  simple  est  d'ordre  5.^/. 3(1,  r/ étant  éf^al  à  2  ou  4  (6). 
Si  donc  le  j;'^",,  n'est  pas  simple,  il  contient  un  i,'.'",,  simple.  Or  un 
ii,.j„  est  toujours  composé  (cf.  15i;rnsii>k,  P.  L.  M.  S.,  t.  \\^  1, 
p.  334)  et  tout  f,',8„  simple  est  isomorphe  au  g"  alterné.  Mais  le  {;1"„ 
nesl  pas  isomorphe  au  g"  symétrique,  car  il  ne  contient  pas  de  s,  ;  en 
eiïet,  une  s„  paire,  de  degré  îi  8  et  lio,  contient  ou  i  cycle  de  G  sym- 
boles et  I  de  2,  ou  2  cycles  de  3  et  2  de  2;  dans  les  deux  cas  son 
carré  est  de  degré  <  8.  Une  s,  ne  peut  être  permutable  à  un  g^,,  pour 
/=5,ii;  cela  exige  que  le  nombre  des  go-  soit  t  .  i  1 ,  2-.j.if, 
2'.  5 . 1  1  =  880  ou  2'"'.  5 . 1 1 .  Or  un  des  g^^,  P,  est  engendré  par 

"Ca' =  034.126.578         =9, 

{:(A^)-  =  o86.i35.-i47  =/, 

':gÇ{u.IY  =  076 . 1 38 .  24  ) .  alxj  =  •} 

et  délini  par  9^  =  y/ =  •]/' =  i ,  9/.  = /.o,  'l^'^l^^,  •|-'/;|  =  /.5^ 
Le  groupe  )  ç  |  des  opérations  normales  de  P  ne  peut  être  normal  dans 
un  g, .2»  pour  /i>4  (i).  Donc  les  deux  premiers  membres  sont  à 
rejeter.  Comme  tPt  =  P,  le  dernier  est  inadmissible,  car  P  ne  serait 
permutable  qu'à  ses  opérations.  //  y  a  donc,  dans  3C,  880  g.,-,-  Tout 
gj,  de  .IC  est  conjugué  de  )  >L',  p,  T  |  =  Q.  Le  groupe  )  X-,  p  \  des  opéra- 
tions normales  de  Q  ayant  pour  systèmes  (ririliansitivilé  i,  2,  3,  .'1; 
0,6;  5,  7;  8,  9;  «,  h  ne  peut  être  permulablc  à  une  s'_",  ni  à  une  sJJ, 
ni  à  une  s".  Il  y  a  donc  dans  5C  3'.  ki  i  =  i485  g^^  {cf.  Ulunside, 
Tlirory  of  groitps,  p.  220). 

10.   Soit  q  =  2  ).  On  a  i  =:  5,  et,  en  écrivant  respectivement  pour 

o,   I,  2,  3,  :'|>  •"')  ''i  7i  ^1  9i   'o,    II,    la,   i3,    l'i,   !.">,   1(1,    I-,   iS,    m),    >,i),   .îi,  'a-x, 
c,  x,y,   b,  p,  g,  7,   c,  s,    c,    (I,     r,     /,     n,     /. ,      /,     m.    h,      n,     l,       l,     a,      11, 

a  =  vxybpgqescdrfidyinihiillau, 

^  =  .rypsniconhfi f.  gitlhrtialich .  %• . 
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Y  est  d'ordre  2,  5  ou  10,  et,  pour  chacun  de  ces  ordres,  y  étaut  supposé 
fixer  X  est  complètement  déterminé  par  le  symi)olc  du  second  cycle 
de  p  qu'il  fixe.  Une  fois  l'ordre  de  y  choisi,  j'écrirai  y„,  y,,,  ...,  y/,  l'our 
les  déterminations  de  y  qui  fixent  g,  d,  ..  .,  /.  respectivement.  Ainsi, 
pour  Y  d'ordre  10,  on  a 

Y-  =  ypmhcfqnso .  dtriukellia, 
Y,/^  ypmhrfqiiso  .  tliucagkirl , 
Yj  =  ypnihrfqnso.lirakldgciii, 
Ya  =^ ypmhc [([uso  .  rulgitdkae, 
Y,-  =^  ypmhrfqnso .  uaidehlglk, 
Y«  =  ypmbcfqiiso .  alctkrhdig, 
Y«  —  ypinhrfqi)so .  Ukhguvlcd^ 
^(1=  ypmbcfqnso .  irgrdauhkl, 
Y,  =  ypmbcfqiiso .  ckdullargli, 
Yf  =  ypmbcfqiiso  .  kgtahiludr, 
Ya  ~ ypmbcfqiiso .  gd/i /reiaf II . 

Si  Y  est  d'ordre  2,  on  vérifie  directement  que   (aY^.V',   (y.^[,,)''\ 

(a'Y,)",  {y-y,y\  (a^YO",  i^-'-uy,  (y-'^!ay',  (^''y/V',  (^-^'y,)"! 

(  aYe)'-,  («7^)''  sont  des  substitutions  circulaires  des  degrés  respectifs 
3,  i3,  i3,  5,  j,  7,  II,  5,  5,  5,  5.  Donc  pour  y  d'ordre  2,  ;  a,  p,  y  !  con- 
tient l'alterné.  Il  en  est  de  même  et.  fortiori  si  y  est  d'ordre  10.  Si  - 
est  d'ordre  5.  («y-^V',  (aY,)^%  (aY,)'%  (aY,.)%  (aY„)S  (a'Y«)"'' 
(^T/)'%  ('^"T/)'%  (^-'ïe  *°  sont  des  substitutions  circulaires  des  degrés 
respectifs  3,  7,  3,  11,  11,  3,  5,  3,  i3.  Il  reste  donc  seulement  à 
essayer  y  =  Y»">  Y  =  Ya- 

Prenons  d'abord  "(k^  ymcqs  .pbfiw.  gliril  .dicau  ..c  .v  .k.  On  a. 
en  supprimant  l'indice  k, 

a~  '  Y^t  =  bhdcc .  gpiikl .  qofma .  r/siw  .y  .x  .i\ 

donc  le  diviseur  de  ;  a,  ,3,  y  I  =  G  qui  fixe  x  est  transitif; 

a-'  ''p-ici.  =  afrqt .  bpcdg .  ckiiyli .  ioiniis .  r .  x .  /  =  0 
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monln-  (juc  lo  diviseur  fixant  .r,  r  est  transitif,  et 

o~-yo-=  rs^^ao  .drfj/iu  .  /i/i/inf.  hl/iri  .i-.x.y  =  i, 
YOY~'  =  eh/ici .pumi// .  IhJ'.si: .rnyaq  .i- .z  .  d  =  /., 
0~'x=  apli.hlk.coc.(liii.fqii.j:stA\:r.y.u.ni  =  »?„ 

que  le  diviseur  fixant  c,  .r,  y  est  liansilif.  Donc.  G  ^'v/  quatre  fois 
transitif.  Les  substitutions 

•/.-  '  0£~'  (  y.^  Y^  )^  £-  o~'  X  =1  a^:=  ah.  cf.  du; .  eh  .  Im  .  kn  .  lo .  pq^ 
£"°(x-'Y-)-c-a,  =  a^  =  ac.hf.di.ck.ij^ni  .lut .  Ip.oq., 
&"'x(£°x'-Y-)x*—  aj  =  ad.  bu: .ci .ri .f m  •/'"■  kp.nq. 
(o~'x)-£'x*Y-'  =  a,  =  ac.bh.ck.dl.fn  .go  .ip  .mq, 
a,a.,o~'  X  =  a„  =  /s/ .  ic/.  c/e/ .  /ipm  .ino.  kqg 

engcndronl  un  gj,  B  où  le  diviseur  normal  A  =  )  a,,  a^,  aj,  «J  est 
représenté  régulièrement,  a,  6,  c,  r/,  e,  /,  ^s  //,  ?,  A,  /,  /?<,  «,  o,  p, 
y  étant  mis  respectivement  pour  i,  «,,  a^,  a,,  a,,  «,00,  «,03,  a,a<, 
a.,a3,  a.,ai,  a^a^,  a^a-^a^^  a^a-^a^,.,  a^a,a^,  a-^a^a^,  Ofa-^a^at,  en 
sorte  que  Ton  peut  écrire  (j;,-,  £,•  =  0,1) 

a;' a^'a^' a-;  =«'<'<■<',  a]'*^' a^'-^'' a;'*'' a^'*^') , 

ou,  plus  brièvement,  si  l'on  désigne  a]' a^' a^^' a^-  par  le  point 
(^x,,  Xj,  373,  J?^^,  .     j     .     , 

Les  équations  de  B  sont 

«Ù  =  «'  =  ')  «««*  =  «*«,(',  A  =  r ,  2,  3,  /|), 

a„'rt,«o  =  a2,      «;;'«.,«„  =  a,  «2,      cr;;'a3a„  =  a,,      o„'(T4rt„  =  aja,, 

d'où  résulte  (pie  toute  opération  de  Aa^'(x„  =1,2)  est  d'ordre  i.  On 
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observera  aussi  que  a^'al^a'^'a^^'  fait  partie  d'un  seul  groupe  quadra- 
tique normal  dans  B,  engendré  par  a]'a'!.-al'a]'  et  son  transforuK' 
par  a„,  a]'-al'~^'''al'a'^''*"''.  Deux  groupes  quadratiques  Q,-,  Q^.  normaux 
dans  B  sont  donc  premiers  entre  eux  et  Q,Q^.=  A.  Il  y  a  dans  A  ciu(i 
diviseurs  quadratiques  normaux  dans  B,    " 

Q,  =  ]a,,  a.,  ;,  {).,=  ;«„  a,  !, 

(K,  =  ]a,a,,  a.,a,  \,      Q,,  =  \a,a,,  a.a^a,  j,       Qj^  \a^a.,,  a,a._a,  \. 

Les  substitutions  de  A  sont,  avec  l'unité, 

a^=i  ab.  cf.   dg.  ch  .  iin  .  kii.  la.  pq, 

a.,  =  ac.  bf.  di .    ck .  gin . h n ./p.  oq, 

(1^  =  ad.  bg.  ci.    el.  fm  .ho.  kp .  nq, 

a^^ae.  bh.  ck .   dl.fn.  go.ip.  mq, 

«,  «2  =  cf.  bc .  dm .  en .  gi.    Iik .  Iq .  op, 

a,a3  —  ag.  bd .  cm  .  co .  fi .    hl.  kq  .  pn, 

«,««  =  «/('.  bc.  en.   do.fk.  gl .  iq .  mp, 

a.;,a^  =  ai.    bm.cd.   cp . fg .  liq.kl.   no, 

Oj  a  1  =  ak .  bn .  ce .    dp  .fh .  gq.  il .    nio, 

a^a.,  =  al.   bo .  cp.  de.fq.  gh.ik.   mn, 

a,a.,a.^=  am.bi.   cg.  df.eq.  hp.ko.  In, 

a,a.,a^  =  an.  bk .  ch.  dq.ef.    gp.io.  Im, 

a^a^a,  =  ao .  bl .    cq .   dh -eg.  fp.  in .  km, 

«2 «3  «4  =  ap.  bq.  cl.    dk .  ei.    fo .  gn . hm, 

a^a.^a^a.  =  aq.  bp .  co .  dn.em.fl.   gk.hi. 

Les  substitutions  de  Aa^  sont 

a^^rst .bcf.  del.  hpm.ino.  kqg  =  c/o, 
a,  Gg  =  rsl .  acb .  dko .  epg .  hli.  mnq  =  f^. 
a^af,=  rst.afc.  dnp.eqi.   gho .    klm   =  b„, 

Journ.  de  Math.  (5»  série),  tome  VIII.  —  Fasc.  III,  1902.  ^8 
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«30,,  =  rst .  ord .  bkm  .  cnis .  fhi .    ojnj  =  /„ , 

r/,  rt„  =r  rsl.  nie .    bpn  .  ((jli .   fuk .    <:iin  =  d^^ 

a,  a.^a„  =  rst .  ahf.  dJiq  .  cor»  .  L^id .    ikp  =  c„, 

o,a.,ao=^  rsl .dl\g .  hri.    chd.  fnm.  Ipo  =  y„, 

cifa^a^^rst.aph.  blk .    coe.  dig.    fqii  =^  in„, 

a.,  «3 «0  =  rst .  ani .    bhg .  ccm  .  dfk .    Iqp  =  o„ , 

O-ya^a^^  rst  .aqk .  boh  .  cin.    dnii.   cfp  =  ifo, 

a.jaiait=  rst  .ad/ .   biq .    c/no./gp.    hkn  =  c„, 

0,(13030^  =  rst .aJim  .bnd .  cki .    cgf.    loq  =/?„, 

ciia^aiaf,^  rst ^âon.  bqr.  rpk .  dgm.flh  = '„, 

cifa^a^ao^^  rst  .aio .    bdp.  cgi.   ckh  .    fniq  = /?„, 

aidiaiOu^^  rst .ornp.bgo .  cdq .  cnk .    fil  =^li(,j 

a,a.,aia.,a,t=^rst.agq.bn7l.c!p.    dof.    ehn  =-k„\ 

ci'llos  de  \d\  sont  leurs  inverses. 

.le  dis  que  B  est  le  diviseur  de  G  qui  fixe  i/,  c,  x,  y.  l*our  le  voir, 
cherchons  à  construire  un  groupe  quatre  fois  transitif  où  13  soit  le  divi- 
seur fixant  ^/,  c,  x,  y.  Soit  C  un  g.^J  ^^  transitif  où  B  soit  le  diviseur 
fixant  u.  Le  nombre  \  des  gj  de  C  sera  i,  6,  16  ou  96.  Or  X  est  =i^  1 
it  ^  lO,  sans  quoi  un  gj  à  cjuatre  systèmes  d'intransitivilé  serait  per- 
mutable à  une  s','  (4)  et  la  classe  est  iG.  X  est  7^  G  sans  quoi  un  gj 
serait  normal  dans  nn  g-  ^^  cpii  devrait  contenir  une  s.',"  (le  groupe  i 
du  n"'4  étant  iei  isomorphe  à  un  g»  du  g'  symétrique).  Donc  A  =  f)G. 
Le  nombre  a  des  gj  de  C  est  1 ,  10,  40  ou  iGo.  Or  |  a^  j  n'étant  permu- 
table dans  B  qu'à  ses  substitutions,  les  substitutions  permutables  à  ;</„  ; 
-flans  C  seront  de  la  forme  {ua)j,  (ua)j',  . .  .,  /",  /' ,  . . .  étant  dans  le 
chanjp  de  B.  jj'  étant  donc  jiermutable  à  ]ag\  dans  le  chanq>  de  B, 
on  a  y'  z=J~'a„  ou  j~'(il.  Il  n'y  a  donc  hors  de  î  «„  |  (|ue  trois  substi- 
lulinns  permutables  à  j  «„  !•  '^c  groupe  des  substitutions  jtermulables 
à  ;  a„  I  étant  d'ordre  G,  u.  =  iGo.  Le  nond)re  v  des  go,  est  i ,  3,  î  ou  1  '». 
Or  V  est  ^  I,  car  il  y  a  au  moins  ^j  s^"  dans  les  5  conjugués  de  A 
(A  est  unique  île  son  ordre  dans  rliacun  des  'ig'"  fixant  un  des  sytn- 
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holes  7-,  S,  f,  II).  V  est  ^3,  car  un  gr,,  serait  normal  dans  un  g^ „,,  qui 
devrait  avoir  un  diviseur  A  normal  dans  C,  tel  que  C  |  A  soit  représen- 
table en  g%  ce  qui  ne  se  peut  (A  dont  l'ordre  diviserait  2". 5  devrait 
contenir  les  96  gs  de  C).  Enfin  v  est  ^  i5.  En  effet,  G4  n'étant  divisible 
par  aucun  des  nombres  17,  18,  19,  20,  tout  go,  de  C  est  intransitif  et 
a  un  système  d"intransitivité  de  16  symboles  (A  est  transitif).  Le  plus 
grand  commun  diviseur  d'un  g^,  et  de  son  constituant  de  degré  16 
est  un  g'"  contenu  dans  un  g'%  donc  conjugué  de  A.  Soient  P  un  g«' 
contenant  (normalement)  A  et  a„,.,  a„„  a^,  des  conjuguées  de  «„  dans 
les  3  g'"  fixant  /-,  s,  t  respectivement,  lesquels  contiennent  normale- 
ment A.  Si  V  =  i5,  P  n'est  permutable  qu'à  ses  opérations  et  deux, 
«■,  w',  des  9  substitutions  r,  a^',  a^;.,  à^,  a^  ne  pouvant  transformer  P 
en  un  même  conjugué  (car  iv-Uv' ^  i  serait  permutable  à  P),  on  a 
9  conjugués  de  P  ayant  le  système  d'intransitivité  a,b,...,q.  Mais  les 
g'"  fixant  un  symbole  de  C  se  partagent  en  5  systèmes  de  4  groupes 
ayant  pour  plus  grand  commun  diviseur  un  g|°  dont  le  champ  forme 
un  système  d'intransitivité  commun  à  9  g„,..  Il  y  aurait  donc  45  g„.,  et 
non  i5.  Donc  v  =  5.  Un  g^,  devra  contenir  un  diviseur  normal  A  de 
degré  >  8,  car,  C  |  A  étant  représentable  en  g%  (C|A,  i)  doit  diviser  5  ! 
D'ailleurs  (A,  i)  est  >  8,  sans  quoi  C  |A  serait  isomorphe  au  g'.,„  sy- 
métrique, C  aurait  un  diviseur  normal  X  d'indice  2  et  la  relation 
C  =  BX  exigerait  dans  B  un  g,.,  normal  qui  devrait  contenir  les  32  s, 
de  B.  Enfin  (A,  i)  est  <  32,  sans  quoi  C  |  A  serait  représentable  en  g|;,, 
et  il  n'y  a  pas  de  g^„  (un  g^„  devrait  contenir  des  s').  Donc  (A,  1)  =  16. 
Comme  un  g„,  contenant  A  est  >  AA,  A  et  A  ont  un  plus  grand  com- 
mun diviseur  ©  d'ordre  >4  qui,  étant  aussi  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  B,  A,  est  normal  dans  B.  D'ailleurs  (OD,  i)  est  <  8,  sans 
quoi  A  ayant,  avec  les  5  conjugués  de  A,  5  plus  grands  communs  divi- 
seurs premiers  entre  eux  deux  à  deux  serait  d'ordre  >  35.  Donc®  est 
un  des  Q,-.  Les  plus  grands  communs  diviseurs  tD  =  t^,,  cD^,  CD3,  ©.,,  cd^ 
de  A  avec  les  5  conjugués  de  A  dans  C  sont  conjugués  et  premiers 
entre  eux  deux  à  deux;  A  =  StO,  ayant  tous  ses  éléments  d'ordre  2 
est  abélien.  A  normal  dans  C  déplace  tous  les  symboles  et  permute 
exclusivement  entre  eux  les  symboles  fixés  par  chacun  des  conju- 
gués de  A  et  a,  par  suite,  5  ou  10  systèmes  d'intransitivité  qui  sont 
des  systèmes  d'imprimitivité  de  C.  D'ailleurs  B,  qui  est  le  diviseur 
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livanl  //,  iiosi  pas  maximum  clans  C,  puisque  l?A  d Ordre  i(').'|H'  i 
est  >•  B  cl  <[  C.  BA,  d'indice  5  dans  C,  y  est  maximum  ot  la  repré- 
sentation du  trrnupn  simpl(>  CJA  relative  à  BAJA  est  semhialile  au  c:'' 
alterné. 

I".n  Iranst'ormant  au  besoin  pai"  l'inverse  d'un(^  subslilulion  Irllr  ipic 


<J-OL^- 


.V,  y. , .'•,  -f-  a., ./.•,  +  ^ , .c,  -+-  ^.. .1.^ 

X..  y....i\  4-  (a,  -+-  7..,)x.,+  .So-r,-»-  (p,  -f-  ^^-^i 

X .,  a .,  .'•,  -1-  ( y.;,  -t-  a ,  ).r,  +  3., x^  -I-  ( i^,  +  ? ,  )-*'« 


(pii  est  permulahle  à  A  et  à  a^,  donc  à  B  et  (pii  ti'ansfonnc  respecti- 
vement a,,  a.,,  «3,  o,  en  «*'a^'«j'fl*'=  rt, ,  a*=a.*'**'fl*'fl*'"^'''=  «^, 
fl^'fl^=«5'o^'=«.,,fl^'a^'-*^?*rt^'a?''"^'  =  «',,donc  Q,,  <v^2  «^n  Qa=  l^p^a  !< 
()^=  j  a/,  a^  j,  on  peut  supposer  (|ue  (0=  O,. 

Les  systèmes  d'inlransivité  de  A  seront  comme  ceux  de  (^,  de  dec:ré  4 
l'I  A  en  aura  ")  :  fi.  /',  'S./;  d,  ,i.'',  ',  "';  f.  A,  A,  // ;  /,  o,  p^  q\  i\  s,  /,  //. 
Dans  A  tout  coujujjjué  (^  de  (^,.  autre  (pie  (^),,  contient  ti"ois  substitu- 
tions des  formes  r.s.tu.  ...,  li.sii m. si.  ...,  (jui  s'obtiennent 

évidemment  en  transformant  1  une  d'elles  par  une  s,  de  B  qui  permute 
exclusivement  entre  eux  les  symboles  du  système  dintransilivité 
lixé  par  Q'.  Puiscpie  A  =0,0',  une  seule  siibstilutioii  de  A  hors 
(le  B  (h'terniinera  A.  A  contient  trois  substitutions  des  formes 
ru  .si  .ah  .cf.  . . .,  ru  .si  .(ir  .hf.  ...,  ru  .si  .af./>r.  ...,  (  ar  il  contient 
certainement  l'une  d'elles  et  ses  pi-oduils  par  </,,  «j,  a^a.2.  ('.(Uisidé- 

rons   une  substitution    ^  =  ru  .si .ah  .rf Supposons  que  l  li\e 

/,  o,  p,  fj.  Son  effet  sur  d,  ^,  i,  m  sera  di.nm;  ou  dni.i<(,  sans  (pioi 
la,  serait  de  degré  <^  iG:  son  elTet  sur  e,  h,  /»,  n  sera  respectivement 
rii.lih  ou  eh. /ai,  sans  (jnoi  ^a.,  ou  la, a-,  respectivement  serait  de 
degré  <;  iG;  mais  dans  le  second  cas  /^'  ;/(^?  est  de  degré  <[  iG.  Donc 
si  ;  /i'i'  I.  o.  p.  /y,  \  a  la  foinir 

l,  =  ru.sl .  ah.rf .  di .  ut  g  .m  .  Iik. 

Le  diviseur  (V|  conjugué  de  (^),  dont  ;,  l'ait  partie  est  ly//$,  /;(  =  ;$,,  y;  j, 
'•n  |)osanl  ï]  =^  l„'lilo,  et  A  a  la  forme  A,  =  <^>,0,.  Si  ;  lîve  e,  h,  k,  n 
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OU  cl,  g,  i,  m,  on  verrait  de  même,  en  se  servant  respeclivcnicnt  do  Ca, 
do  au  lieu  de  /„,  que  ^  a  respectivement  les  formes 

t,.-.  =  i-ii .  si .  ah .  cf.  dm  .  gi .  Ip .  oq,        l^  =  /•« .  si .  ab .  cf.  ek  .lin.hj.  op, 

et  A  les  formes  A,  =  O^LjC-Jt^ci,  A,  =  Q.I.rf-'^,^/^.  Comme  les  sub- 
stitutions rsl  =  À  et  À-  permutables  à  chaque  substitution  de  B  trans- 
forment respectivement  ?.  en  a,r(]  et  |,  en  a,a.,l-r],  donc  A^,  A.,  en  A,, 
il  suffit  de  considérer  A,  et  j'écrirai  A,  l  pour  A, ,  ;,. 
Les  substitutions  de  A  sont 

i-u.st.ab.cf  .di.gm.cn. Jik  =  ^,  ru.ts.dm.gi.ek.hn.lo.pq  =  a^  H, 

rt.su.af.bc.dg.im.ck.nh  —  •/],  Tt.su.di.mg.eh.kn.lq.op  =  a^a^r^, 

is.lii.ar.bf.dm.ig.ch.kn  =  ?•/],  rs.tu.dg.im.en.hk.lp.oq  =  a/zr^, 

/•i{.st.af\bc.c/i.kn.lp.op    =«2;,  ru.ts.ac.bf.dg.im.lq.op  =  a^a.z, 

li.su.ac.bf.en.hk.lo.pq    ^a,T^,  rt.sii.ab.cf.dni.gi.lp.oq  =  a.,r^, 

rs.tu.ab.cf.ck.lin.lq.op    =^a^a.■,lT^,  rs.tu.af.bc.di.gin.lo.pq  =«,^y], 

et  celles  de  Q,  =  j  a,,  a.^  j.  Les  seuls  diviseurs  de  A  qui  fixent  4  sym- 
boles fixent  les  4  symboles  d'un  système  d'intransitivité.  Donc  les 
5  conjugues  de  A  dans  0  fixent  chacun  les  4  symboles  d'un  sys- 
tème d'intransitivité  de  A.  BA  étant  maximum  dans  C,  il  suffit  pour 
engendrer  C  d'adjoindre  à  BA  une  substitution  étrangère  à  BA.  Cher- 
chons pour  cela  à  former  le  conjugué  A,  de  A  qui  a  avec  A  le  plus 
grand  commun  diviseur  |  H,  yj  |  et  qui  par  suite  fixe  /,  o,  p,  q.  A ,  contient 
une  substitution  "C  =  (  rb). . . .  Pour  que  K^  =  "C,  il  faut  que  'Q  =  ua.rb. . . . 
Pour  que  yj'Cy]  =  t,  il  faut  que  'C  =  ua.rb.cl.fs.  ...  ;  "C  ;  «0  !  ^  fixant  w  et  a 
est  dans  B  et  dans  )  «o  |  ;  comme  î^a„'C=  bcf.  ...,  'Ça^'C  =  a;,  ce  cpii 
exige,  C  fixant  /,  o,p,  q,  que 

■(  =  ua.rb.cl.fs. de. /tm. in. gk. 

A,  contient  de  même  l'  =  rd.ui.tg.sm.  ...,  et  puisque  'C'Ç  =  'Ç'C,, 

'C,'  =  rd.ui.lg.sm.an.bc.ck.fh         et         A,  =  ;  ;,  y],  "(,  '('  |. 
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Comme  B  a  doux  systèmes  d'intransilivilé  «,  h,  ...,  q\  r,  s,  t,  et 
(jue  ?  =  ur.  ...,  C  =  ua-  •■■,  il  fautet  il  suffit  (1)  pour  l'existencede  G 
que  B-i-B^Bh-B!^B  forme  un  groupe  qui  sera  C.  Or  les  relations 
faciles  à  vérifier:  ^'  =  i,  la,^  =  a,,  ?aj^  =  a2,  lail^a^a^a^, 
la^^  =  a^at,  ^a,,^  =  al^al,  donnent  ^A^  =  A,  lAa„l  =  Aal^al. 
Donc  ?B^  est  dans  B^B,  et  Ton  voit  déjà  que  B  -f-  B^B  est  le  groupe 
;  B,  ?  I  =  Bl,  où  B  est  le  diviseur  fixant  u,  BA  étant  défini  par  les 
équations  précédentes  jointes  à  celles  B.  On  remarquera  que  [  A,  ^,  r,  ; 
est  un  g"'  d'équations 

(7,'  =  i==  Yj==  I,  a,a^  =  a^ai  (/=i,u,3,4))  S^i  =  v;^. 

iii  est  normal  dans  BA,  car  on  a  (/„  =  «;,a„  =  «„a,)  : 
(3)  a;'Ha„  =  a,Y]a,,         «;' r,f/o  =  o„?a„a,«,, 

HA  est  évidemment  aussi  défini  parles  équations  de  ifij  jointes  à  (3),  (4). 
Mais  l'élimination  de  y)  fournit  im:uédiatomcnt  le  système  déjà 
obtenu  :  la  première  équation  (3)  s'écrit  Y]  =  Z"'^/,,;  l-'»  seconde  en 
résulte  en  vertu  de  (4),  et  de  même  (2)dc(i). 

On  a  en  outre  ?s  =  ai^«|d'où  Ç  =  (a,^)-,  ^Aî!  =  A^'C  =  Ai^o,, 
et  puisque  X,a.„X,  ^  a\,  H  A^oîl  =  A  uo,  aj;,  HAfiri;^  =  Asa.o,,.  Donc 
Hir  est  dans  Brn.  Knfin 

y       y  2y  y  y  y 

Donc  Ço,a.,'C  est  dans  B;B  et  ^a,fl/C,  ^fl^i^ii^,  s'^'a^ss,  s«ja,w, 
l^r/,fl,f/^!^  (/,  A  —  2,  3,  /(),  La.,a,a^Z,  Zo,a,a,a^'C,  dans  B^H.  On 
voit  donc  que  C  existe  cl  est  conq)lèlemcnt  déterminé  par  A.  Comme 
;  =  (o,J^)%  on  a  C  =  ;  B,  ?,  s  I  =  !  B,  u  |.  Les  écpiations  de  C  ré- 
sullenl   de  ce  qui  précède;  mais  elles  peuvent  se   simplifier.  On  a 
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en  effet  ^d„=  rpnmc.sokib.tqhgf.ulcda.  Donc  t  el  (/„,  vérifiant 
'Ç^  =  dl  =  {lday  =  ],  engendrent  un  gjo  simple  I  (5)  premier  au 
diviseur  normal  A=  j  a^,a„  l,  y]  |.  En  mettant  6,,  b,,  (t^,  b,,  0  pour 
«o  «2,  ?,  f],  do  respectivement,  le  g^;!„  C  =  AI  est  défini  par 

b^^^  =  (p  =  ç:(iy  =  r,        b,b,  =  b,b,    (/,  A-  =  ,,2,  3,4), 
IbX      =bj>„       lb,'C     ^b,b,b,,       tb/.     =b,,       lb.X     =b„ 
(r'b,()  =  b,,         (}-'bJ}  =  bJ>,,         0~'bj)  =  b,,      ()-'b,(i  =  b,b,. 

Cherchons  à  former  un  g-'  E  deux  fois  transitif,  où  C  soit  le  divi- 
seur fixant  i\  S'il  existe,  il  sera  engendré  par  C  et  une  So  p  =  ?<r... 
conjuguée  de  a,  et  déplaçant  i4  des  19  lettres  a,  ...,  q,  r,  s,  t,  donc 
fixant  2  des  iG  lettres  a,  . . .,  ^  au  moins.  On  peut,  en  transformant  p 
par  une  substitution  de  A,  faire  que  l'une  de  ces  2  lettres  soit  a. 
Comme  il  faut  que  pBp  =  B,  p  permute  entre  elles  les  lettres  r,  s,  t 
qui  forment  un  système  d'intransitivité  de  B  et  en  fixe  i  ou  3.  S'il  eu 
fixait  3,  on  aurait  ^a^^  =  a,  puisque,  p  fixant  a,  p„;Oo!?  =!«o!; 
p  fixant  ensuite  une  des  lettres  b,  ...,  q  fixerait  les  3  lettres  du  cycle 
de  «0  où  elle  figure  et  serait  de  degré  <i5.  Donc  p  échange  2  des 
lettres  r,  s,  t,  et  en  transformant  au  besoin  p  par  a^  ou  a]  on  peut  sup- 
poser que  p  =  uv.rs....  Comme  ^a^^  =  a'I,  2  quelconques  des  3  sym- 
boles b',c',  d'  que  p  fixe  parmi  b,  c,  ...,  q  ne  peuvent  se  trouver  dans 
un  même  cycle  de  a^\  p  étant  permutable  aux  3  s.  de  A,  P'  =  aè'. . . , 
Y'  =  ac'...,  à'=ad' ...,  on  a  S' =  j3'y,  sans  quoi  p,  permutable  à 
^'Y'  =  ae'  .  .  .,  fixerait  c'  et  serait  de  degré  iiS{b',  c',  d'  n'étant  pas 
dans  un  même  cycle  de  a»,  ;  [3',  y'  j  n'est  pas  un  des  Q,);  donc  cha- 
cune des  3  lettres  b',  c',  d'  est  déterminée  par  les  2  autres.  Il 

reste  -1-^.1=30  manières  de  choisir  b',  c',  d'.  Or  p  transforme  cha- 
cune des  S3,  b'„,  c'^,  f/y  de  B  qui  fixent  respectivement  b',  c',  d',  en 
son  carré  :  donc  c'  et  d'  ne  sont  pas  dans  un  même  cycle  de  b'^  et,  si 
b'^  =  c'e'/'.d'g'h' ...,  p  =  e'f.g'h'....  De  même  d',  b'  ne  sont  pas  dans 
le  même  cycle  de  c'„  et  font  connaître  2  nouveaux  cycles  de  p  (c'  ne  peut 
avoir  2  cycles  formés  des  lettres  b',  e' ,  /';  d' ,  g' ,  h',  ni  2  cycles  formés 
des  lettres  b\  g',  h';  d\  e',/'  :  dans  le  premier  cas,  b\c\  ou  b\cl  fixe- 
rait d',  g',  h';  dans  le  second,  b'^c'^  serait  d'ordre  >4);  b',  c'  et  f/„ 
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t'iml  coiinailrc  les  2  derniers  cycles  de  ,0.  .linsi,  chacun  des  jo  choi.i- 
lie  2  des  lettres,  b\  c',  d'  détermine  p.  Mais  ^X.^  =  {av)...  dcvnnl  ètic 
dans  CcC  sera  de  la  forme 

13"  étanl  dans  B.  Donc  {oiy  sera  dans  B,  cl  comme  f'C  =  (apw)..., 
(ps)^  fixera  cr,  //  cl  sera  dans  |  «„  I-  Si  donc  (p2^)'  7^  i ,  pC  aura  2  cycles 
de  f)  lettres.  Orsip  Cwc  b,  p  =  uv.rs.cf. a. b. t. ...  et  p^  =  (br/tcs)  — 
Donc  p  déplace  b,  et  de  même  c  cl  /.  b,  c  ou  /  entrant  dans  18  des 
io  comiiinaisons  b',  c,  d\  il  reste  12  déterminations  de  p  à  essayer. 
'1  seulement  satisfont  à  la  condition  que  (pC)^  ^o''^  dans  B.  Ce  sont 

p,  =  iH.is.bg.cq.el./li.in.pm.a.d.h.o, 
p^  =  m-.rs.bi.co.dl.fn.hp.kg.a.c.m.qy 
p.,  =  ui-.rs.bni.cp.dc.fh.gq.on.a.l.i.k, 
p,  ^  ia\rs.bd.cl.ef.lun.io.kq.a.g.n.p. 

Les  groupes  )  C,  p,  |  =  E,  sont  scnd)lablcs,  car  la  substitution 

p'  =:  rls.bcf.hkn.img.opq 

pernuitahle  à  Q,,  Qo,  «„,  i^,  donc  à  (l  transforme  p,  ou  «up,»"',  p^  en 
^opa^ô')  ^^  ?  =^  rls.bcf.dig.enk.loq  permutable  à  C,  transforme  p,  en 
a„p,«^'.  Il  suffit  donc  de  considérer  p,  et  j'écrirai  p,  E  pour  p,,  E,. 
On  a 

p«,p  =  a,a,,         pa^jp  :=  rt,  «.jC/jO,,         p^Tjp  =:  «3, 
doù 

p«,p=a3a,,       prt„p^«J,       p:p  =  rp::,       p^p^aj^paî^o», 

la  dernière  s'écrivaut  (puisque  prtj  =  «op)  (p^o„)-=  r.  Donc 

p!:Bp=.rp^B,         p?Bp  =  «=?p«;?a... 

Or  '^B-t-;B  contenant  des  substitutions   des  formes    ua...,   iib..., 
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uq...,  ur...,  us...,  ut...  contientim  système  de  restes  de  C(moddB,  i). 
Donc  E  répond  à  la  qnestion  et  est  défini  par  les  équations  de  C 
jointes  à 

f-  =  (pçy  =  (pa,y  =  {pa,y-  =  {pU^y  -  r, 

(paS'—ai,  (pa.y  =a,a^a.,. 

E  est  simple,  car  s'il  avait  un  diviseur  normal  minimum  X  >■  i ,  on 
aurait  E  =  XC.  Or  X  n'est  pas  premier  à  C,  car  il  serait  d'ordre  21  et 
contiendrait  un  seul  ^.,  lequel  serait  normal  dans  C. 

Donc  le  plus  grand  commun  diviseur  de  X,  C  est  A  et  (X,  i)  =  16.21. 
Mais  alors  X  contiendrait  8  g-,  qui  seraient  tous  ceux  de  E,  et  dans  E 
un  g^  serait  permutable  à  une  S5,  ce  qui  est  impossible,  5  ne  divisant 
pas  7. G  (4)  (cf.  INlir.LER,  .S.  M.,  t.  XXVIII,  1900,  p.  2G6). 

Cherchons  à  adjoindre  à  E  une  s„,<7  =  a.u.xv...  telle  que,  dans 
!  E,  (T  j  =  F,  E  soit  le  diviseur  fixant  x.  On  peut  supposer  que  a  est  de 
degré  iG  et,  comme  pour  p,  qu'elle  échange  2  des  lettres  r,  s,  t,  fixe 
la  troisième,  et,  par  suite,  aussi  3  des  lettres  />,  ...,  q.  gIg  =  (ua)..  . 
devant  être  dans  B,  donc  (o-^)- =  (m)  (a). . .  dans  A,  (ct^)=  sera 
dans  |a„I.  Si  donc  (a'O'7^1,  <j^  =(vx)(ua)...  sera  de  degré  22. 
<T  fixant  a  et  une  seule  des  lettres  /•,  s,  t,  on  aura  (7a^(T  =  al.  Donc  C7  ne 
iixe  pas  3  lettres  d'un  cycle  de  «„.  a  permutable  à  C,  donc  à  A,  per- 
mute entre  eux  les  systèmes  d'intransitivité  de  A  et,  fixant  a,  fixe  le 
système  a,  b,  c,  /,  donc  une  des  lettres  b,  c,  f.  En  transformant  au 
besoin  par  al^  on  peut  supposer  que  cr  =  b.ef.  ...  ;  donc  C7«,  C7  =  a,, 
ia.G  —  a,a.,,  a  fixant  les  systèmes  a,  b,  c,  /;  7-,  s,  t,  u,  et  étant 
d'ordre  2  fixera  au  moins  un  des  3  systèmes  restants.  Supposons 
que  c7  fixe  le  système  /,  o,  p,  q.  Elle  ne  fixera  pas  les  4  lettres,  car  elle 
serait  de  degré  <  iG;  elle  ne  les  déplacera  pas  toutes,  car  elle  contien- 
drait un  des  couples  de  cycles  lo.pq,  Ip.oq,  Iq.op  et  serait  permutable 
à  a.,.  Donc  cr,  permutable  à  a,,  fixe  /  et  o  ou  p  et  q.  Si  (t  fi.ve  /  et  o,  elle 

estpermutableà;a„;,  ;Z/„!,  j/„|,  ]o^\,c\.c!  =  vx.cf.de.gh.in.km.pq 

le  dernier  cycle  étant /-.s,  st  ou  tr.  Mais  tj'C  fixant  d,  e,  i,  n,  il  faut  que 
(<^'0'  =  I .  ce  qui  exige  que  le  dernier  cycle  soit  st.  On  a  ainsi  pour  1 
la  détermination  a,  =  vx.cf.de. gh.in.km.pq. st.  Si  cr  fixe  p  et  q,  on 
obtient  de  même  la  forme  cr,  =  vx.cf.dn.eigk.hm.lo.sl.  Si  cr  fixe  le 
système   t-,  //,  A-,  «,  elle  fixera  e  et  //  ou  h  et  //,  et  Ton  obtient   les 

Jouin.  de  Math.  (  :>•  série),  tome  VIII.  —  Fasc.  III.  iyo2.  i[) 


3o4  I>E     SÉGLIER. 

2  formes  [ici  ('^'Çy  =  «ol 

o-j  =  ix  .cf  .(Il  .go.  iq.kn  .ni  p  .rt , 
(j'„  =  ix.cf.dp.ch.gq.io.ini. ri. 

Si  7  fi\e  le  système  d,  /,  /«,  ^,  elle  fixe  i  et  //<  ou  (/  et  g.,  et  l'on  a  les 
2  formes  [ici(a^i^)-  =  «^] 

(j^  =  i-.v.cf.clg.rq./ip.kl.no.rs, 
(Tj  =  vx.cf.el.lio.iin.kq.np.rs. 

Mais,  (t'i  p)'',  (a!,p)',  ("J^ip)^  n'étant  pas  clans  B,  t,,  t^,  a',  sont  ii 
rejeter.  D'ailleurs,  les  substitutions 

( t\r )  cr;  =  cr; ,  {vx)  n\^_  =  ?;, ,  ( tu-  )rs\=  n"^ 

donnent 

(2)      a;  7,!i';  =  Œ,-,      (7;(7^c7;.  =  cr.      {i^  a-,  k^i.i^  i). 

Donc  les  3  groupes  j  E,  a,  j  sont  semblables,  et  il  suffit  de  considérer 
)  E,  a  I  =  F  en  écrivant  a  pour  a, .  Les  relations 

démontrent  l'existence  de  ¥.  Jointes  aux  équations  de  E  elles  déter- 
minent F. 

F,  trois  fois  transitif,  est  simple,  car  s'il  y  avait  un  diviseur  normal 
X  <^  F,  on  aurait  F  =  XE,  et  puisque  E  est  simple,  X,  premier  à  E, 
serait  un  gii;  deux  fois  transitif,  ce  qui  ne  se  peut. 

Cherclions  à  adjoindre  à  F  une  s'%  t  =  wii.a.y.c...  telle  tpie,  dans 
;  F,  T  !  =  G',  F  soit  le  diviseur  fixant^'.  On  peut  supposer  que  •:  est  de 
degré  16,  échange  2  des  lettres  r,  s,  f,  fixe  la  troisième  et  par  suite 
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aussi  3  des  lettres  b,  . ..,  q.  (ip)-  et  (tct)'  devant  être  dans  B,  ".  ne 
peut  avoir,  d'après  (i),  qu'une  des  formes  '^"i{xy),  d'après  (2)  que 
l'une  des  formes 

Ti  =  '^ii^y)  ^xy.c/.dp.eh.gq.io.lm.rt, 
Ta  =  (7\{xy)  =  xy.cf.cl.ho.im.kq.np.rs. 

Comme  cT'iT,cr','  =  t,,  les  2  groupes  G,=  |  F,  t,  J  sont  semblables,  on 
peut  se  borner  à  considérer  t,  et  j'écrirai  t  pour  t,.  Les  relations 

(d'où  résulte  'xa^'z=:a,a^)  démontrent  l'existence  de  G,  :  jointes  aux 
équations  de  F  elles  définissent  G,.  G,  contient  a  =  Tap^a,,  donc  p, 
et  Y  =  Ça,'Cp"C(?„.  Donc  G,  >  G.  Mais  G  où  le  diviseur  fixant  j,  x,  v 
est>B  est  lui-même  >G,.  Donc  G,  =  G.  On  sait  déjà  que  G  est 
simple  puisqu'il  est  pair  :  on  peut,  d'ailleurs,  démontrer  sa  simplicité 
comme  celle  de  F. 

Cherchons  encore  à  adjoindre  à  G  une  s^,  u  =yz.xA\u.a.  ...,  telle 
que,  dans  j  G,  u  j  =  H,  G  soit  le  diviseur  fixant  ;:.  u  aura  forcément 
unes  des  formes  (t'^  (y:;).  La  condition  que  (ut)^  et  (ucr)-  soient  dans  B 
exclut  '^"Jy:)  et  d'^{yz).  Donc 

u  =  cr'i(jj)  =yz.cf.dn.ei.gk.hni.lo.sl. 
Les  relations 

\)-=z  (ut)'  =  (ucr)-  =  {^Ç)-=  (ua,)-=  i, 
("?)"  =  «^,  ua.,i)  =  a,a.,,  Da,\>  —  a., 

prouvent  l'existence  de  H.  H  est  simple  :  on  le  démontre  comme 
pour  F.  Si  l'on  convient  de  représenter  co  par  z,  la  substitution 

(Z, -Z-')         (mod23) 
sera 

i'z .  xu  .yr.  bi.ph  .gc.ql.cn.  si.  dm.  fa .  ok  —  /„r,cr;ç7py]TC7piy](7TUTT, 

et  H  contenant  a,  p,  (Z,  —  Z-')  contiendra  t)(2,  23). 


ioG  VF.  sKGVinn. 

Pronoiis  inaintrnaiil 

Y^,  =  yincfjs  .pbfno .  drurh  .  llkla  .x.y.g. 
fl  considérons  (i„  =  ;  a,  ^,  ^;„.  \  Comme 

a  =  ixyhpgqcscdrf/i/iim/iollau, 
[i  =  xypsmconbqf.  gdtlirualiek .  v, 

la  siilislitiilion  o„=  a"' ^^a  =  l)li(lcc.t:pii}(l.rfv.so.aniitu..r.y.q  moiilii' 
i|ue  le  diviseur  de  Ci„  fixant  .r  est  transitif  et 

tg  =  y.'  0» Y" ~  iiruds . gfpal ■  coimh .  iqlkh  .x.y.c 
(]ue  celui  fixant  x,  j' est  transitif.  V.n  posant 

0  „  =  Oy  ï^ ,  <J-s  —  ^''■s  ^~  '  Tg  )  '''.."  =  i^s  ^s  ^s  l^s  '^.?  ' 

les  substitutions 

ç-  =  v^"  o„v^  =  kpfli.cgnra .  iisclh .  qdhnio .  «' . x .  y, 

■|i  =  v„'  0^'o^.0„v„=  drpqg .bcome .srtaki .Ihlfii .\- .X . y 

montrent  que  le  diviseur  de  Ci  „  fixant  x,  ^',  c  est  transitif.  Donc  (1^  est 
(juatre  fois  transitif.  G„  contenant 

.v„o/Vo^  ac.  hh  .rt.di.fr.gk.l([.os  =:«„,, 
'Vo^A'o  ~  (il  -l'k .  ri  .dl  .('(f.  fs.  gh  .  or  =  a„2) 
A'„(,  /y„„  =:  ao .  ht .  cil .  dk .  rs .  fq .  gi .  Ir  =^  a^, , 
/r.„ .s„„  ^=  ail .  he .  co .  df.  g! .  ir .  kq  .st  =  a„^. 

le  di\iseur  ilc  (i„([iii  fixe  x,y,  c,  a  contient  lj;^=  i <',? o f' .v ■-•)";,' a '".¥'  'Vor 
Or  la  substitution 

/  ///  /'  //   (I   h  (•  il  r  f  g  II    i  k   I  it  q   r  s    I   , 
'•        '    .V     /•    /    //    Il  g    i    r   p  f  h  m  r  II  II   k    q    1   d 
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transforme  a„,,  a^o,  a„.,,  a^,;,  bg„,  ag.J)gU.gag^  en  a,,  a,,  a,,  a.,,  «,(,, 
a;;''Cao  respectivement.  Donc/"' G»-/ contient  C;  7,~'<j»7  contenant 
«ô'pi  ^0  =  yr' ^!^' ^^' ^^s<^2Û!3^5  P'vr'  ^g'/y~'  contiendra  p  et  E; 
?"'/."' ^V/.?""'  contenant  !T3  =  (yp')-'p-'a-/p'('(A-(,p)*,  o'îf"//' ^V /.?'"' ^' 
contiendra  a  et  F;  '3'Ip"/_"' G„/p"  'ct'  contenant 

le  transformé  '.~'G„t  de  G^  par  t  =  yp"~' a'a'^  contiendra  t  et  G. 
Comme  d'ailleurs  r'ai  =  ".Gpb'lïi,  r*Y„i  =  o(.a.,a^'Ca,a.,a^lp'Ca.,a,,yr' , 
G  contient  r'at;  donc  t   '  j3i  et  r'y„'..  Donc  G  =  t"'  G^i. 

Tout  g^^  transit//  ne  contenant  pas  V  aller  né  et  ne  divisant  pas  le 
métacyclique  est  semblable  à  G.  En  effet,  un  tel  groupe  X  contient 
un  groupe  semblable  à  G  et  est  quatre  fois  transitif,  mais  non  cinq 
fois  car  23  =  19  +  [\  (.">).  Donc  le  g"  T  fixant  quatre  symboles  est 
intransitif  et  ne  contient  ni  s, 3,  ni  s,,,  ni  s, g.  Donc  (X,  r)  divisant 

28' 
2.3.5.7.n.io.)7.i9'  *^^'  0  =  480),  a>divisant/|. 9. 10. 12.14. i5. 16.18; 

r>  B  a  les  mêmes  systèmes  d'intransitivité  que  B.  Soient  x  son  consti- 
tuant de  degré  16,  ijî,  celui  de  degré  3,  X^,  iPo,,  leurs  plus  grands 
communs  diviseurs  avec  V.  On  a  -oto  =  i  ;  donc  ni,  =  x  Ul,^  =  T  |  .A=,„, 
et  (.A,  i)  =  48 w  divise  16!  :  2.3  .  5.7  ;  donc  eu  divise 

4.9.10.12.14.15.16  =  2' ".3'. 5-.  7. 

Déplus,  X  est  pair  sans  quoi  il  contiendrait  (5) 

^0  =  xgydplshmrcuoanlbiqefk     (  [3^  =  [3) 

!^u'tPo  =  1V,  jy'^  =  geluhdkiart,  et  X  contenant  une  s\\  serait  le 
symétrique.  Donc  (X,  i)  =  aS.i  i  (23y+  i)  et  le  g--  fixant  un  sym- 
bole a  un  ordre  de  la  forme  ii.5(iiy,  +  i),  d'où 

23y  -+-  I  =  5(iiy,  +  i)  =  2.  21.20.48uj. 

La  condition  23/  -+■  iEso(mod5)  donne 

y  =  j/+3,  iiy,  -^i  =  23y'=i4,  J  =  ijj'-2, 

23(i  i/'-  2)+  i4  =  2'.3-.70j,         y"=-32/", 

253/"  — 252(0=  I,  (0  =  1  (mod253). 


[•ioS       DE    SÉGUIER.    —     SUR    LES    ÉQUATIONS    DE    CERTAINS    GROUPES. 

Or  les  seuls  diviseurs  de  2'". 3'..^*. 7  qui  soient  H=i(inod253)  sont 
I  el  3'.  5-.  (x>  étant  premier  à  7,  F  ne  contient  pas  de  si*  et,  dans  le 
g-'  de  X  qui  fixe  deux  symboles,  le  groupe  des  opérations  permu- 
tables à  un  g-  est  d'ordre  3.7  ou  9.7  (4).  Donc 

(X,  i)  =  23.  22.3.7  ('7u- -H  i)     ou     23.  22.3\7(  7iv-i- i). 

Dans  le  premier  cas  w^i(mod7);  dans  le  second,  (o^3(niod7). 
Or  3'.  j-^s  2(mod7).  Donc  w  =  i  et  X^G. 

11.  Pour  (y  ^  47  et  y  =  i)f),  M.  Jordan  a  vérifié  que  tout  g'  ne 
divisant  pas  le  métacycliquc  contient  Talterné  (Comptes  rendus, 
t.  LXXIX,  1894,  p.  ii5i).  Il  suffit,  pour  refaire  celte  vérification, 
de  trouver  dans  chaque  (a,  ^,  y,)  une  sj^,  -  étant  premier  <[  ^  7,  ou 
même  simplement,  en  se  servant  d'un  théorème  de  M.  Jordan  énoncé 
;ui  n"  o.  une  s!l~,  -  étant  premier,  x  <^  G  el  ■<  -,  /.-  -+-  /,  -h  i  <[  q. 
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Sur  les  séries  de  polynômes 
Par  m.  h.  LAUREIXT. 


On  sait  qu'une  fonction  synectique  dans  un  contour  fermé  peut, 
d'une  infinité  de  manières,  se  développer,  pour  tous  les  points  inté- 
rieurs à  ce  contour,  en  une  série  de  polynômes.  Les  méthodes  pour 

arriver  au  résultat  consistent  à  développer  (si  l'on  veut)  d'abord 

et  à  faire  usage  de  la  formule  de  Cauchy 

Malheureusement  les  méthodes  en  question  ne  fournissent  les  poly- 
nômes ordonnateurs  que  sous  la  forme  d'intégrales  assez  difficiles  à 
calculer.  Je  me  suis  demandé  s'il  ne  serait  pas  possible  de  se  donner 
a  priori,  ces  polynômes  ordonnateurs,  et  bien  que  la  solution  que  j'ai 
trouvée  présente  encore  bien  des  difficultés  dans  les  applications,  elle 
fournit  un  assez  grand  nombre  de  solutions  de  la  question,  comme  on 
le  verra  dans  ce  qui  suit  : 

D'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  on  peut  se  borner  à  cherclier  les 

développements  de  ^^— —  et  c'est  ce  que  j'ai  fait. 

On  verra  d'ailleurs  que  le  développement  d'une  fonction  suivant  les 
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jiolyiionics  n'est  pas  un  pur  objet  de  curiosité,  cl  qu'il  [irui  f<ininir, 
comme  la  formule  de  Taylor,  des  propriétés  "rénéralos  appai  tiiiant  à 
toutes  les  fonctions  synectiques. 

Théorème  I.  —  Étant  données  des  scrifs  comcrssrnfcs  m  dehors 
du  cercle  de  rayon  R  décrit  de  l'origine  comme  centre 


Q,= 

Q.- 

x^          .r'          .r' 

Q,= 

l^  +  ^  +  'bl^... 
X^           X'            x" 

ri  où  les  qij  sont  des  coejjicicnts  indépendants  de  x,  il  existera  tou- 
jours des  polynômes  entiers  en  x,  ?„,  P,,  Pj,  Ps-  ••  •  fl''  degrés  o, 
I,  2,  3,  ...  respectiiement  et  tels  que  les  résidus 

(0  IQ.'^. 

soient  tous  nuls,  excepté  si  i  —  j  '•  dans  ce  cas  on  peut  les  supposer 
csaux  à  V unité. 

Va\  cITct.  soit 

P,  =  x'  -¥-  «,./•'"'  +  ...+«,; 

on  étralanl  à  zéro  les  coefficients  de       dans  P,(),.   1',*  * Pi 'A' 

j.  •     V  V  - 

on  a 


Ces  écpiations,  à  pai  lir  il.'  la  ilcMiiirii'.  délçi  iniin-nl  sans  aml)ii,'uïté 
r/,,  «^,  ...  ;  quant  au.\  résidus  de  P,<^),.,,  l^<v^  j ''^  '^""'  '■^'" 
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dommeiit   i,   0,0,0,   ...  respectivement.   Notre  théorème  est  donc 
démontré. 

Si,  au  lieu  de  se  donner  les  Q,  on  se  donnait  les  P,  les  équations  (-2) 
détermineraient  les  q,j  et,  par  suite,  les  Q,  mais  rien  ne  prouve  que 
les  séries  Q,,  Q.,,  .  .  .  sont  convergentes;  il  faudra  donc,  après  avoir 
calculé  les  Çjj,  s'assurer  que  les  Q  sont  convergents  à  l'extérieur  d'un 
cercle  de  rayon  nul  on  fini.  Donc  : 

Théorème  H.  —  Etant  donnés  des  polynômes  P„,  1',,  P^.  .  .  .  de 
degrés  o,  1,2,..  .,  il  existera  des  séries  Q,,  Qo,  .  .  .  donnant  lieu, 

FORMELLEMENT,   ail.r  fomiulcS 

excepté  pour  i  ^  j  ;  ces  séries  ne  seront  pas  toujours  converge/ttes, 
mais  leurs  coefficients  seront  bien  déterminés. 

Supposons  les  P  donnés,  formons  la  série 


cette  série  ne  sera  pas,   en  général,  convergente,  mais  on  peut  exa- 
miner le  cas  où  elle  l'est;  en  tout  cas,  on  peut  poser 


(^)  ?'V=p7P 


Py+.Py« 


D'après  la  théorie   de   l'élimination,  il  existe  des  polynômes  N,,, 
N,.  .  .  .,  N,-,  .  .  .  des  degrés  o,  1,2,..  .,  «,  .  .  .  tels  que 

INIais  alors  il  faut  que  P,  etP/^  ,  n'aient  pas  de  facteur  commun,  et 

P^  _  N,  _        I 
P,+,        P,  ~  P,P,+  ,' 

Journ.  de  Malh.  (5"  série),  tome  VIH.  —  Fasc.  HI,   1902.  4o 
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et  par  siiili' 


u  —    |>    "*"  p  I»    "*"•••"*"  P.P. 

r  ,-,-1  '   0              '   n'    I                                '   I  '    1  +  1 

cl  aussi 

\,              \,  I                                 !                                                     I 


Si  Vnn  iinilli|)li«'  ct'llo  (juaiilili''  o,^  [lar  l\I',.  on  (il)ti('iil  un  ivsullal 
riilicr,  (loue 

si  on  le  multiplie  par  \\Vj.  /.  (■tant  infériL-ur  à  /,  on  a  éxidriMuicul 

on  a  aussi 

si  /i  csl  compris  entre  '<'!,/.  on  a 

<[:  ?..•'.  l'A =^'.?.^i^  IV +.!;?A- ''.l'A- 

Les  deux  derniers  résidus  sont  nuls,  en  vertu  des  rcniai(|ues  précé- 
dentes, donc  ^/^jA^i^k  est  nul  toutes  les  fois  cpie  A  <  /,  el,  en  par- 
ticulier, on  aura  (excepté  si  /  =  /.  ) 

donc  on  pmn  ra  prendre 

(4)  Q.M  =  ?,J'>. 

I  II  nr  i'aul    pas  mdilier  ipie  \<->  l'ont  éli' snpposi's  tels  que  |'^  .-l  |'^^, 
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n'ont  pas  do  fartenr  coniinun.  Ainsi,  en  prenant  P,  =  .r,  ï*.,  =  x'-,  . . ., 

1',  =  .;■',  ...  et 


on  n'anrait  pa.s    r(^)y. /''  =  ()  si  /i\>J.) 

I^orsque,  dans  ( /j),  on  tait  /  =  o,  on  a  P„  =  i  et 

cl  o  :=  I  +  Q,;  o,  on  le  voit,  doit  être  convergent  liors   d'nn  cercle 
ayant  son  centre  à  l'origine. 

Nons  avons  assujetti  les  polynômes  P  à  satisfaire  à  la  condition 

on  aurait  pu  les  assujettir  simplement  à  donner  d'autres  valeurs  dill'é- 
rentes  de  zéro  et  fonctions  de  l'indice  ?  ;  on  se  donne  ainsi  plus  de  lati- 
tude, 
l'osons 


on  pourra  choisir  les  a  de  manière  à  rendre  la  série  <]/ convergente  si  la 
série  que  nous  avons  désignée  par  o  ne  l'est  pas;  et,  si  l'on  pose 

a„...ïy^.,  7„...ï,  +  , 


'hj  =   TTIT 


IV'.-.    P/IV> 

il  existera  des  polynômes  de  degrés  i  et  i  -+-  i  tels  qu( 
N/^.P,-N;P/^,  =  a„a,  ...a;   ,. 


et,  par  suite, 


1'/-., 

= 

^< 

|0(| 

•  ^i-t-i 

P 

l'+i 

1'/ 

' 

iN, 

^  p: 

+  1 

ï„a| 
l'I' 

aj 

.a,.  . 

•  '■'i 

]'. 

1 

P     ,1 

> . 
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"■■"'•  ••''-'1 


'A'/;. 


l>  ij     —      l>    l>  -i-...-r-        p   p  Y<y 

(^11  vcriii  alors,  cnniiin'  j)lns  haut,  c[iio 


cl  (|ll( 


^^,.P;=a.,a....a, 


.si  le  cooffi(i(>iit  de  II. f-'  clans  1^,  est  égal  à  i;  alors,  en  faisant 

on  auia 

(    o  si   /r  /, 

^  (y.,,  ...  7.j^,  SI     /  =  /. 

Considérons  niaiiiti-nant  une  suite  de  fonctions  cnliéres  P„=;  i,  P,, 
P..  ...  des  degrés  o,  i,  •.>,  ...  en  x.  Supposons,  ce  qui  est  toujours 
permis,  que  le  coeflicicnl  de  r"  dans  P„  ail  élé  réduit  à  l'unité.  Sup- 
posons, enfin,  qu'il  ait  été  possible  de  choisir  les  constantes  a„,  a,,  ... 
de  manière  à  rendre  la  série 


() 


a„  1 1  .  .  .  »; 


p        '        vl  1>         '       1)    p         IJ.        p.         '     •  •  • 

eonvi-rgente  pour  une  certaine  valeur  /■  du  module  de  ,r  et  pour  des 
\ali-iirs  plus  grandes  (la  série  (),  étant  ordonnée  si  l'on  veut  par  rap- 
port aux  puissances  de  -  >  cette  série  sera  convergente  imi  dehors  d'un 

cercle  décrit  de  l'origine  comme  centre  1. 

Tout  polvii(»ine  l'Y.r")  du  degré  //  pourra  se  mettre  soiis  la  forme 

Sa,  i^x,  •••  étant  indépentlants  de  x;  alors  en  mullipliaiit  par  (^, . ,  et 
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on  prenant  des  résidus,  on  aura 
ol,  par  suile, 


3i5 


et,  en  particidicr,  si  Ton  pose 


lF(x)Q„^r. 


(5) 


V"  j./i  ,r"  +  '  ■* 


X        =P„#^     +P,, 


\  ■! 


On  tire  de  là 


(^) 


P„  = 


P„. 


ï,,  a.  ï,,  oc.a.. 


Vil 


'/"."+! 


3t,,  a  I  .  .  .  a„ 


Les  y.  sont  toujours  arbitraires,  à  cela  près  que  Q,  doit  être  couver- 


3ir> 
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i,'oiil,    nous  supposerons  qu'on   les  ait  clioisis  de  telle  sorte  ipie  non 

seulenieni  (),  soit  convergent,  mais  encore  de  telle  sorte  (pu-  Ir  pm- 

I    •     Il           *>,(:■)    ..  Q,(;)    .,    Oi(-)  .     ,    .       , 

dnil    ll  =  r-^ -.  Ai:^ — z' -^ soil    Iiii-iiicnii'    conxei'ijcnl   l't 

absolument  converfîenl.  T. a  formule  (G),  en  (l(''sij;naiil   tonjoins  pai- /• 
le  module  de  ,/;,  par  /\-  celui  de  y,^  et  par  ot-  celui  de  a,,  donu" 

modl'„<u^/-  +  ...4-/-")('n--^+...+  '^^^^V..(i    f-4^^^^^V 

Soil  p  le  iiKidiili'  de  r,  sM|>|)osons  li'  produit  H  converucul  p(.>ur  :^=  i , 
soil  r,  son  module  poui'  r  =  i  ;  la  formule  pr(''cédenle  donnera 

mod  !*„  <C r.. 


(7) 


(  ".onsidéi'ons  aloi's  la  si-rie  suivante  où  s  ^  /■  : 
P.(a:,Q,(-)    ,    P,(.r)Q,(;^    , 


lernu-  ;,'eiieral ^^ — aura  un  module  nionidre  (|ue 


Suj)posoiis  p  > /■,  la  racine  n  de  celte  (piantite  liniia  jiar  devenir 
inférieure  à  Tunilé,  la  (puuilité  entre  parenthèses  avant  pour  limile  un; 
la  série  (7)  est  donc  convei'^^eule  dans  les  liy|)ollièses  rpie  nous  avons 
faites.  Sa  valeur  e>I  facile  à  calculer;  eu  ell'et,  des  formules  (  i")  on  tire 


A  élanl  une  (piaiiiile  i|Mi  contieni  une  partie  des  li'i'mes  de  1  expres- 
sion (7)  cliani;és  de  sij,Mii',  dans  li'Sijuels  _,^  enlic  eu  laclcur;  X  tend 
vers  zéro  <|uaud   »  croit  imlelinimenl.  eu  siu'te  i.[ue,  [lour  //  :--  x  ,  la 
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foniuilc  précédente  devient 

Il  est  hors  de  doute  que  cette  fonnule  en  général  doit  avoir  lieu  avec 
des  hypothèses  moins  restrictives  que  celles  que  nous  avons  faites. 
Supposons  donc  que,  eu  procédant  d'une  manière  (juelconque,  on  ait 
trouvé  pour  chaque  valeur  de  :,  par  exemple,  la  région  dans  la(|uelle 
se  trouvent  les  valeurs  de  x  qui  rendent  le  second  membre  de  (S) 
convergent,  cette  région  R  contiendra  celle  que  nous  avons  trouvée  H'; 
or,  dans  la  région  R,  j-^  et  le  second  membre  de  (8)  sont  synecliques, 

elles  sont  égales  dans  la  région  finie  R',  donc  elles  sont  encore  égales 
dans  la  région  R. 

Pour  trouver  des  développements  de  ^^-^  en  série  de  polynômes, 
on  peut  partir  des  Q  ou  des  P;  mais  en  partant  des  P,  quoique  la  mé- 
thode paraisse  plus  féconde,  ou  s'impose  une  obligation  :  P,  et  P,^, 
doivent  être  premiers  entre  eux  (eu  réalité,  on  pourrait  s'allranchir  de 
cette  obligation,  mais  ce  serait  au  prix  de  complications  gênantes). 
Nous  allons  maintenant  faire  quehjues  applications. 

Supposons  que  l'on  prenne  a,  =  —,  0.^=  ^  ■ . .,  V,,  V.,,  .  .,  dési- 
gnant des  polynômes  entiers  de  degrés  1,2,  ...  de  la  forme 

V„  =(./;-  «„,)...(./;-  o„„); 
les  a  étant  indépendants  de  .r,  on  aura 

L'expression  des  P  sera,  en  général,  compliquée,  et  pour  qu'ils  soient 
d'une  forme  utile  il  faut  restreindre  la  généralité  des  V.  Aussi  astrein- 
drons-nous les  P  à  être  égaux  aux  V.  il  faudra  donc  trouver  des  polv- 
nomes  V  tels  que 
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la   dornii'io   condition   est    satisfaite   d'cllc-iniMne,    la   pii-niirri'   l'est 
si  /'  >►  /  -H  I .  On  a  donc  à  satisfaire  aux  é(|uatioiis 


i^=-. 

^■^=". 

ik 

=  o, 

La  première  équation  détermine  \.,,  les  deux  suivantes  déterminent 
\\,.  etc.,  mais  V,,  \\,,  ...  conservent  chacune  un  coefficient  aihi- 
Iniire.  On  peut  donc  poser 

V,  =  .T  -  a,, 


a,  étant  arbitraire;  léqualion 


ift  =  " 


donne 

donc,  on  doit  poser 

\.=  (x  -a,)(x-  «,); 

a.,  est  arhitrair'e.  Les  formules 

donnent 

nu 

\'3(a,)  =  o,  \,(a^)  =  o; 

donc 

\  ,,  =  (.r  —  a,)(x  —  a.,)(.r  —  a,). 

et  r/3  est  arbitraire,  et  ainsi  de  suile.  (  )n  a  alors 


=  (' 


5"(c-.r)         *^  z"(z-.i)  .r-a, 

+  (  r  -="-^fl L )  \  ; 
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3i9 


(x  —  a,)..  .{x  —  a„) 


I  r  p.  X''       I  v   p   "^  "   ^ 

'^  1^\_*^  z  —  ^v  x  —  ai  +•••'+*      "<^z—  j:  Ix  —  a^).. .(a-  —  -•/„+,)] 

Et  si  la  série,  dont  le  terme  général  est  y"^-;  '  est  convergente,  on 
aura,  en  faisant  n  =  x, 

i  I  x  —  a,  (x  —  a,)  {x  —  a.,) 


z—x         z  —  a,         (z  —  a,){z  —  a,)         {z  —  a,)  {z  —  a,)  {z  —  a,) 

On  rencoiiire  fréquemment  en  Analyse  des  polynômes  P„  de  degré  /i, 
liés  entre  eux  par  une  équation  aux  différences  finies  de  la  forme 

où  les  X,  les  j3  et  les  y  sont  indépendants  de  x;  il  existe  alors  des  poly- 
nômes N„  différents  des  P  et  tels  que 

N„  étant  toujours  de  degré  N,  en  éliminant  ^n^,x  -+-  Y„+,.  On  a 
IV,  N„  -  N„^,  P„  =  (P„N„_,  -  N„P„_,  )a„^, , 


=  (P,N„-N.P„)a,a„...a„^,. 

Or  No  et  N,  renfermant  trois  coefficients,  on  peut  en  disposer  de  telle 
sorte  que  P,  No  —  N,  P^  =  —  aja,  et  finalement  on  a 

et 

N^  _    Ny    _    «p..  .gy-n  ^0^1-  ■  -^Z 

p  p  PP  -h.  .  .-h-      iji. 

1  ,  •  y  ry  ry_n  I  ,_,  I  , 

Si  la  série 


^     P,Py 
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csl  convergente  el  si  Ton  pose 


Mil  aura,  comme  plus  liaiil. 

l  o     si     i>j, 

a,, a,.  .  .ay,,,--i-. 

A,  désignant  le  coefficient  de  x^  dans  l'y  (jui,  ici,  n'est  plus  égal  à  i. 
Une  discussion  analogue  à  celle  qui  a  déjà  été  faite  permettra  souvent 

de  développer  ;: >  sui\anl  une  série  de  polynômes  1*. 

Si  l'on  iiose  V,,=       ~  '  ■  P„, ,  et  !*,,_,  n'auront  pas  de  facteur  coni- 
mun  ;  la  série 

2à{x"-i)(x"^'-i) 
el,  par  suite, 

2d  {x"—i)  (a;"+'  — i)  ~  2d  P„  I^,^, 

sera  convergente  pour  modx>  i   el  le  cercle  de  rayon  i,  décrit  de 
l'origine  comme  centre,  sera  pour  cette  série  une  couj)ure;  la  série 

Po(^)Q, (--)  +  !'. (•^)Q=(--)+--- 

sera  convergente  {loiir  m()d;>-  i  et  modj;-<i  ;  elle  représentera  ^-—-;- 
Si  Ton  suppose  cpie  P„  soit  le  polynôme  de  X„  de  Lcgendre,  on  sait 
(Hie  la  série  51 1>"^ — *^*'-  convergente  pour  mod.r>r  et  que  .  _ 
est  dévelojipajjle  en  série  de  polynoims  l'„.  M.  Heine  a  donné  une 
expression  des  coefficients;  nos  uiélliodcs  dounrul  une  nouvelle  expres- 
sion de  ces  coefficients. 

Supposons  que  l'ou  prenne 

n       ^"        ()  -  ''  ^'  ()  -  ''-^  ^', 
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V  désignant  un  polynôme  entier  ayant  pour  racines  a,,  a.,,  .  ■  .,  a^, 
nous  n'aurons  plus  pour  les  Q,-  des  séries  commençant  par  des  termes 
dont  les  coefficients  seront  égaux  à  l'unité,  mais  nous  poserons 
toujours 

LQi.,Pj  =  o      si      i>j. 


Si  /  <^  /  ces  formules  sont  satisfaites.  Supposons  donc  t>y  ou  t  =  j  ; 
si  nous  intégrons  par  parties,  nous  avons 


d^  V'\  „   _  /_    N    p  {j^^    V'~^ 


et  le  dernier  membre  se  réduit  à  (—  f/j  !  s  si  i  =  j.  Le  polynôme  P, 
est  donc  déterminé  par  les  relations 

i:r,(>,)=.o,      ip;(a,)  =  o,    ...,    2:p;:-'(a,)  =  o; 

2P:(a,)  =  (-iy/!.. 
D'ailleurs,  si  Ton  pose 

¥{x)  =  -oPo  +  ^,  p,  +.  •  •  +  ^'«P«, 
F  désignant  un  polynôme  de  degré  n,  on  aura 

Or 

=  (-.i)'EF'(a,); 
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de  sorte  que 

et,  par  suite, 

(.)  l.\,r)=  ■iF(«a)+-..+  ^,IF'(«a)+.... 

Il  est  bon  d"ol)servcrquc  cette  formule  ne  se  déduit  pas  directement 
delà  formule  de  Taylor,  laquelle  donne 

V{x)  =  F(a,)  -h  (jc  -  «)F'(a,)  +  --+  ^--"^f^-  F'(a,)  +..., 
et  en  faisant  /»•  =  i ,  i,  . . .,  ajoulanl  et  divisant  par  s, 

Cette  fonnuli'  ressemble  beaucou])  à  celle  (jue  nous  avons  obtenue 
tout  à  riieure,  mais  elle  ne  lui  est  pas  identique,  ou,  pour  parler  plus 
exactement,  elles  ne  sont  pas  composées  des  mêmes  termes,  car  au 
fond  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  .r  sont  les  mêmes. 

Si  dans  (i)  on  fait  F(x)  =  i,  x,  x-,  ...,  et  si  l'on  pose  lajj"  =  i^,, 
on  a 

•V      =  cr„, 


(2) 


SX    =  7,  -r-  P,7„, 
.SX-  =  7,   -(-  1\  2  7, 


SX"—  7„  +  -  7„_,  P,  -h 7„..jPa  +...+  a-,,  P„, 


ormules  <rni'i  l'on  pi'iil  tirer  P„  de  proclii'  <n  indclir,  ou  sous  forme 
de  déterminant.  Mais  (ju  peut  obtenir  P„  aulrcmrnl. 
Posons,  en  effet, 
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l  t" 


cl,  par  suite, 


=  .?  I  H- .  .  .  +  -î  X' 


P„  p     I      se"' 


donc 

On  a  donc 
ou  encore 
ou 

l'intégrale  étant  prise  le  long  d'un  cercle  de  rayon  /décrit  de  l'origine 
comme  centre. 

Ces  conclusions  sont  soumises  à  des   restrictions  :  il  faut  ipie  la 
fonction 

soit  dévelojîpable  suivant  les  puissances  de  /,  pour  une  valeur  positive 
de  /•.  Cela  exige  que  l'équation 


n'ait  pas  de  racines  de  module  inférieur  à  /•,  et  la  formule  (2)  n'aura 
lieu  que  si  le  cercle  le  long  duquel  on  intègre  a  un  rayon  /•  moindre 
que  le  plus  petit  des  modules  des  racines  de  lc"'=  2,  équation  qui  ne 
devra  pas  avoir  de  racines  réelles.   Or  I,e"'  est  éoal  à  a,  +  /  -•  •  -,  et 

comme  o-j  n'est  jamais  nul,  cette  circonstance  ne  se  présentera  pas,  et 
la  formule  (2  )  sera  exacte  pour  une  valeur  positive  de  /•. 
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L;t  foniuile  (3  )  iiiontro  quo 


I  r  dt  se' 


«!   djc  2-\.'^^  J    '"    -e"'         (/i  — I) 

donc 

^P»  T> 


P«-., 


cl  les  i)nlvnomes— "  sonl  los  intétrralcs  successives  de  runilé,  i>rises 
'      ^  /(  !  "^ 

iMilre  des  liinilos  qui  varient  avec  cha(juc  inlégration. 

Les  constantes  d'intégration  se  détermineront  en  expriiuaul  ([ue 

Il\ («a)  =  (-!)"«•' *• 

Maintenant  supposons  niod  a^  =  p^  <  i.  Les  formules  (2)  donne- 
ront pour  P„  un  déterminant  dont  le  module  sera  inférieur  à 

^    /■  —  I     2^     p  — I     \  Zddl     p  — 1     TT2  .«i  f/p-     ?  —  I 
/•  désiixnant  toujours  le  module  de  .r,  et  a  foiiiori 

ou,  en  appelant  v  la  plus  petite  dilTérence  1  —  p, 


modP„<S" 


r"  •-'  —  I    I    I 


/•  —  I 


,,2        ,.«—1 


^^n':::i^_L 


c'est,  si  7-  est  suffisamment  petit,  le  terme  général  d'une  série  absolu- 
ment et  uniformément  convergente  ;  on  a  "\  P„  <  i .  Or  ■  ^i^'  '^"'^'" 

licient  du  terme  général  (l<-  la  série  \^7^j^^  •''  ""*^^'- 1'""'"  d-'^  v"!''"'-^ 
assez  grandes  de  mod  z,  une  racine  «"■'""  inférieure  à  1  :  doue  |.our  des 
valeurs  convenables  de  x  et  z  la  série 

y^.P.,^   -P.  ;^   ,.+..., 
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OÙ  P„  est  fonclion  de  a;  et  V  fonclion  de  z,  est  uniformément  conver- 
gente. Or  on  a 

Or         à  y 

(Jj^  âz  ' 

donc  j- est  fonction  de  ;  —  x.  Et,  en  suivant  la  marche  indiquée  dans 
le  cas  général,  on  a 

I 

On  en  déduit  facilement  la  généralisation  de  la  formule  (i). 
La  formule 


^    ^  '  ,  (-r-rt,)...(.r-a„_,) 


(3-«,)...(^-r,„_,)(;_rtJ 

que  j'ai  rencontrée  dans  un  Mémoire  de  M.  Frobenius,  est  très  remar- 
quable, car  elle  fait  connaître  une  propriété  générale  des  fonctions 
synecliques;  on  peut,  comme  Ta  fait  M.  Frobenius,  Farréter  au  der- 
nier terme  écrit  et  la  compléter  par  un  reste  de  la  forme 

/s  (.r —  «,).. .(j  —  rt„)        I 


(;  — fl',)...(c  — a„)    z  —  x 

ce  dont  on  se  convainc  aisément,  en  observant  qu'on  a  les  identités 
successives 


—  rt,    Z  —  X 

•r — «I  (j7  —  «i)(^  —  a,) 


z  —  a,         (;_„,)(-_„,)  {z-a,){z  —  a,}   z  —  jr  "' 

alors  a,,  «.,  .  .  .  sont  tout  à  fait  arbitraires.  Si  l'on  veut  que  le  second 
membre  de  (i)  soit  convergent  et  représente  z  —  x,  il  faut  que  le 

reste  (2)  tende  vers  zéro;  or  le  facteur  qui  multiplie  ^ —  dans  le 
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reste  peut  s  écrire 

(■-J^)(-Si)-(-^> 

il  Icndra  vers  zéro  si 

l^iiii  iiiodf  I  —  ^ — 

ï  désignanl  un  nombre  inférieur  à  l'unité,  ou  si 

Liui  niod^ '-'  =  £. 

z  —  n„ 

Vour  cela,  il  faut  cl  il  suffit  que  les  droites  c[ui  joiiïnent.r  aux  points  a„ 
finissent  par  rester  moindres  que  celles  cpii  joij;nent  le  point  r  aux 
mêmes  points  d'une  (juantité  finie. 

Soit  a  un  point  vers  lequel  convergent  les  jxtints  a,,  Oj,  ...  «„,  . ..; 
si  de  ce  point  a  comme  centre  on  décrit  deux  cercles  de  rayons  /•  et  ;;, 
;•  étant  moindre  que  p,  le  produit  (2)  tendra  vers  zéro  si  x  reste  inté- 
rieur au  premier  cercle  et  p  extérieur  au  second. 

Supposons  qu'il  en  soit  ainsi  et  soient  /(-)  une  fonction  synectique 
à  l'intérieur  du  second  cercle,  x  un  point  intérieur  au  premier.  Multi- 
plions (i)  par/(^)  et  prenons  les  résidus,  c'est-à-dire  iiitéiiions  le  long 
du  cercle  de  rayon  p;  nous  aurons 

/(.r)  =  /(a.)-^..-^£(^r:;^-;;^-r::;;;V(0---; 

eu  posant  pour  aliréger 

F„(r)  =  (z-a,){z~  a,). .  .(z  -  «„), 
on  a 

/■('./•")  =  fin,)  -I-.  .  .-f-  (x  —  o,).  .  .(X  —  r/„_,)'y  -  .  ^'  ^  -f-.  .  .. 

(  -  1 

\()ici  quelques  réflexions  que  suggère  cette  forumli'  : 

i"  La  fonction  synectique  /(x)  dans  une  aire  A,  contenant   les 
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])oiiils  rt,,  a..,  ...  qui  tendent  vers  un  point  fixe  a  de  celle  aire,  est  bien 
déterminée,  non  pas  seulement,  comme  on  a  Thabilude  de  le  dire, 
(juand  elle  est  donnée  dans  une  portion  finie  de  cette  aire,  mais  quand 
elle  est  donnée  en  des  points  formant  une  succession  discontinue  ten- 
dant vers  un  point  limite  a  contenu  dans  Faire  A. 

■^"  En  traitant  la  formule (i)  comme  M.  Painlevé  a  traité  la  forinnlc 


{z-ay- 


qui  n'en  est  qu'un  cas  particulier,  on  démontre  que  f{x)  est  dévelop- 
pable  en  une  série  de  polynômes,  mais  on  obtient  un  plus  grand 
nombre  de  développements  que  par  le  procédé  de  M.  Painlevé. 

3°  Supposons  que  la  fonction  f(z)  ne  soit  pas  synectique  autour 
du  point  a,  et  que  le  point  soit  essentiel.  Décrivons  autour  de  ce  point 
un  cercle  de  rayon  7-'<C  '',  et  supposons  j?  compris  dans  la  couronne  de 
rayons  r  et  /•'  ayant  son  centre  en  a.  Sur  le  cercle  /■'  on  aura,  z  élant 
un  point  de  la  circonférence, 

I  I  -  —  ft. 

+ . . .  ; 


tandis  que  si  z'  est  sur  Fautre  cercle,  on  aura 


(;'— "i)(-'— «2) 


de  sorte  que  si  Fou  mullii)lie et  -; par r= /(r)  cl  pai- 

>■  z  —  x         z—x  2Try/— I  ■ 

-î^ /(;'),  et  si  l'on  intègre  le  long  des  cercles  de  rayons  /■  el  /• , 


on  trouvera  pour  /(.<")  un  développement  dont  les  termes  seront  de 
la  forme 

A{x  —  a,  ).  .  .{x  —  a„) 

et 

V 

(./■  —  «,)  (,r  —  fl,).  .  .{X  —  a„y 

A  et  A'  désignant  des  constantes. 
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Donc,  dans  le  voisinage  d'un  point  essentiel,  une  fonction  se  com- 
pose dune  partie  entière  et  d'une  partie  de  la  forme 


^(x  —  a 


{x  —  a^).  .  .{x  —  a,i) 

a,,  a,,  ■  ■  ■  désignant  des  valeurs  convergeant  vers  le  point  essentiel, 
el  cela  d'une  infinité  de  manières. 
La  formule 

F(x)  =  ilFK)  +■  ---^  ;^2:F,(aO.  •  • 

montre  que,  a,,  a.,,  . . .  étant  des  valeurs  quelconcjues  et  F  une  fonction 
syneclique,  si  SF(a),  LF'(a),  .  .  .  sont  nuls,  K(i-)  est  nulle. 
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Sur  les  Jonctions  entières  et  quasi  entières  ; 
Par  m.  Edm.  MAILLET. 


I.  —  Introduction. 

Dans  ce  Mémoire  nous  étudions  d'abord  [un  |certain  nombre  de 
propriétés  nouvelles  des  racines  des  fonctions  entières  de  genre  fini; 
nous  étendons  ensuite  un  assez  grand  nombre  de  propriétés  des  fonc- 
tions entières  et  méromorphes  aux  fonctions  que  nous  appelons 
quasi  entières  et  quasi  méromorphes, 

I.  Fonctions  entières.  —  Nous  reprenons  d'abord,  pour  plus  de 
clarté,  la  démonstration  de  quelques  propriétés  des  fonctions  entières. 
Nous  établissons  ensuite  les  résultats  suivants  : 

1°  Etant  donné  un  produit  canonique  de  facteurs  primaires 
d'ordre  p,  et  un  nombre  positif  arbitraire  e;  si  l'on  décrit  autour  de 
chaque  zéro  un  cercle  de  rayon  y]  fini  (ïj<i  arbitraire),  en  tout  point 
extérieur  à  ces  cercles  on  a,  pour  |  ;  j  =  r  assez  grand,  les  inégalités 

La  même  inégalité  a  lieu  pour  une  fonction  entière /(::)  quel- 
conque, p  désignant  alors  son  ordre  apparent; 

2°  Soient/(^)  =  A,  +  A,::  +  ...  +  A^::'  +  ...  une  fonction  entière 
d'ordre  fini  p',  et 

/,(-)  =  A„4-A,:;+...+  A,y. 
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Dès  que  /dépasse  une  certaine  limite  finie,  à  toute  racine  de  fi{^) 
I 
de  module  inférieur  à  l^  *^  correspond  une  racine  de/(:;),  les  modules 
des  deux  racines  dilTéranl    d'aussi  peu  qu'on  veut  pourvu  que  /  soit 
assez  grand  ; 

3"  Pour  une  fonction  entière  F(:r)  d'ordre  apparent  p'  fini,  les 
sommes  des  inverses  des  puissances  entières  m>  p'  des  racines  se 
calculent  comme  pour  un  polynôme  par  les  formules  de  récurrence  de 
Newton . 

On  en  conclut  diverses  applications  aux  conditions  de  réalité  des 
racines  de  F(;?),  aux  conditions  pour  que  ces  racines  soient  toutes 
positives  ou  négatives,  à  la  détermination  du  facteur  exponentiel 
de  F(:;),  aux  fonctions  entières  simples,  à  l'invariance  de  certaines 
fonctions  des  coefficients  de  F(;;)  quand  on  multiplie  F(:r)  par  un 
facteur  exponentiel. 

II.  Fondions  quasi  entières  et  quasi  méroniorphes.  —  Une 
fonction  monodrome  ./(^)  n'ayant  dans  le  plan  des  ;:  d'autres  points 
critiques  que  oo,  «„,  . . .,  a^  {k  fini)  est  développable  en  une  série  de 
la  forme 

'\i{z),  ■j'oi^))  •••)  'K(-')  ^tant  des  fonctions  entières.  Mais  on  peut 
aussi  la  mettre  sous  la  forme 

/=,,=„.(.^_4-)...,.f^> 

où  o(s),  9o(-)>  ■■••   ?/.!-)  ^'Ont  des  foncli(>ll^i  ciilièrcs;   il  y  a  réci- 
procité. 

Nous  montrons  que,  si  '|(-),  ']^o('\  •  •  ••  '■{'*(-)  sont  d'ordres 
finis  p,  p,,  ...,pA,  il  en  est  de  même  respectivement  de  9(-),  ?o(-))  •••> 
Oi,(z).  La  condition  nécessaire  cl  suffisante  pour  que  /(-)  soit  alors 
à  croissance  régulière  aux  environs  de  -  =  o,  est  que  '!',(-)  soit  à 
croissance  régulière  (au  sens  de  M.  Borel).  nuand/(^)  a  ses  ordres 
tous  <[  2,  est  réel  et  n'a  (]n'uu  nombre  limité  de  racines  imaginaires, 
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la  dérivée /'(s)  n'a  qu'un  nombre  limité  de  racines  imaginaires.  Enfin, 
parmi  les  équations  /-+-  ^  =  o,  où  (p,  et  ç  ont  tous  leurs  ordres  infé- 
rieurs à  ceux  de  /,  il  y  en  a  une  au  plus  d'ordre  réel  inférieur  à  p, 
pour  z  =«,,  et,  a  fortiori,  d'ordres  réels  tous  inférieurs  à  p,  p„,  ...,  ^^ 
respectivement.  Il  y  a  des  extensions  au  cas  où  f{z)  est  d'ordre 
infini. 

Quand  A  =  o,  a^  =  o,  on  peut  établir  pour  les  fonctions  quasi 
entières  des  propriétés  correspondantes  aux  propriétés  i°  et  2" 
ci-dessus. 

Enfin,  nous  considérons  les  fonctions  quasi  méromorphes  F(3), 
quotients  de  deux  fonctions  quasi  entières;  si  p  et  a-  sont  les  ordres 
pour  j  =  co  du  numérateur  et  du  dénominateur,  'z  le  plus  grand  de  ces 
deux  nombres,  nous  disons  que  F(^)  est  d'ordre  t  pour  ^  =  co. 

Ceci  posé,  parmi  les  équations 

où  (p  est  une  fonction  quasi  méromorphe  quelconque  d'ordres  tous 
inférieurs  à  t,  t„,  ....  t^,  il  y  en  a  au  plus  une  pour  laquelle  tous  les 
ordres  réels  sont  inférieurs  à  ceux  de  F.  Il  y  en  a  au  plus  deux  pour 
lesquelles  les  exposants  de  convergence  des  suites  des  modules  des 
racines  sont  inférieurs  à  t,  t»,  . . . ,  t^  à  la  fois. 

Il  est  probablement  possible  d'étendre  aux  fonctions  quasi  entières 
les  théorèmes  relatifs  :  1°  à  la  réalité  des  racines  des  dérivées  des 
fonctions  entières  quand  l'ordre  est  quelconque;  1°  aux  racines  des 
équations  F  =  o  (o  fonction  entière  quelconque  d'ordre  fini,  F  fonc- 
tion entière  donnée  d'ordre  infini),  en  suivant  en  partie  la  marche 
employée  par  M.  Borel(').  Nous  laissons  provisoirement  ces  points 
de  côté. 

Pour  pouvoir  lire  notre  Mémoire,  il  suffit  de  connaître  : 

Cours  d'Analyse  de  l'École  Polytechnique; 

BoREL,  Leçons  sur  les  fonctions  entières;  Paris,  1900; 


(>)  BoREL,  Leçons  sur  les  fonctions  entières,  Gauthier- Villars,   1900,  p.  36  et 
suivantes,  et  Acta  malhematica,  t.  XX,  p.  357. 
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BonEL,  Annales  de  l'École  Normale.  190T,  p.  20  et  suivantes 
(quelques  pages  seulement). 

Il  sera  bon  néanmoins  de  lire  Picard,  Traité  d'Analyse,  t.  II, 
Chap.  V,  passim. 


PREMIERE  PARTIE. 


II.  —  Fonctions   entières. 

IN'ous  rappellerons  d'abord,  pour  la  clarté  de  ce  qui  suit,  quelques- 
unes  des  définitions  ou  quelques-uns  des  théorèmes  relatifs  aux  fonc- 
tions entières  de  genre  fini. 

Ordre.  —  Soit  M^  la  valeur  maxima  du  module  d'ime  fonction 
entière  F(:;)  de  genre  fini  quand  |  r  1  =  /•  :  on  sait  que,  quand  F(:;)  a 
une  infinité  de  racines 

f/i,     a.,,      ...,     cr„,      ..., 

il  existe  un  nombre  fini  positif  p,  qui  est  V exposant  de  converp:ence  ('), 
et  tel  que 

(i)  1;:^  {r„=\a„\) 

0     " 

diverge,  tandis  que 

(2)  2;^^ 

0     " 

(£  positif  aussi  petit  ([u'on  veut,  mais  Uni)  converge  :  p  est  aussi  V  ordre 
réel  C)  de  F(z). 


(')   BoREL,  Leçons  sur  les  fondions  entières,  p.  iS. 
(')   HoRBL,  Leçons  sur  les  fondions  entières,  p.  a6. 


SUR  LES  FONCTIONS  ENTIÈRES  ET  QUASI  ENTIÈRES.        333 

On  peut  toujours  écrire 

(3)  F(r)  =  .A-'n(.), 

n(::)  étant  un  produit  canonique  de  facteurs  primaires  et  Q(z)  un 
polynôme  de  degré  q  ;  le  plus  grand  des  deux  nombres  p  et  g  est  Vofdre 
apparent  (')  p'  de  F(j).  Soit  k  le  plus  petit  nombre  entier  tel  cjue 

2  '^  converge;  le  plus  grand  des  deux  nombres  entiers  k  ci  q  est  le 

0 

genre  de  F(^). 
On  a 

(4)  |F(.-^|<.'^'''-  (v) 

(s,  aussi  petit  qu'on  veut  et  positif,  mais  fini),  dès  que  /-est  suffisam- 
ment grand. 

De  même,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  /•  ^  |  ^  |, 

(5)  |F(,.)|>e^'- 

(s,  aussi  petit  qu'on  veut  et  positif,  mais  fini). 

En  effet,  ceci  est  évident  quand  p  <;  p'.  Soit  p  =  p';  admettons  que, 
quand  r  dépasse  une  certaine  limite, 

|F(.-)|<.'' 
avec  (T<p'  —  C  (^  fini  positif).  On  aura  (') 


,17  +  68 


(6)  r„>«' 

rl^''>n'-^'^ 


(•)  BoREL,  Leçons  sur  les  fonctions  entières,  p.  7/}.  Pour  ce  paragraphe,  voir 
E.  LiNDELôF,  Acta  Societ.  scient,  fennicœ,  t.  XXXI,  n°  1,  Helsingfors,  1902. 
(^)  BoREL,  loc.  cit.,  p.  6i. 
(3)  Ibid.,  p.  74. 
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(r,  Gni,  c,.  î,  finis  positifs  aussi  petits  qu'on  veut  pour  n  assez  grand). 
La  série 

0  o 

converge;  donc 

et  CT^f'  —  ^  est  impossible,  dès  que  /•  dépasse  une  certaine  limite. 
Valeur  asymptotique  des  coefficients.  —  On  peut  écrire,  si 

(7)  F(.-)  =  Va,-: 


(8)  A,=(-;) 


'C^O 


pour  unf  infinité  de  valeurs  de  l,  les  autres  coefficients  (^sauf  un 
nombre  fini)  ayant  une  valeur  inférieure  à  celle  indiquée  par  (8). 

En  eflct,  il  suffit  de  modifier,  en  le  précisant,  le  raisonnement  qui 
conduit  à  Tinégalité  de  M.  Poincaré  (')  pour  Ay. 
Posons 

^{z):^(^'  +it)  f  e~'^^"V{r,z),-'\dr, 

(h  positif  arbitraire).  A  partir  d'une  certaine  valeur  de  /•, , 
et  l'intégrale  J(-)  a  ses  éléments  inférieurs  à  ceux  de 

(')  BoREL.  loc.  cit.,  p.  53. 
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si 
ou 

^  n 

t  étant  donné  aussi  petit  qu'on  veut,  mais  fini;  ^  est  aussi  voisin  de  i 
qu'on  veut,  pourvu  que  /•,  soit  assez  grand.  J(:)  est  alors  une  fonc- 
tion entière  de  ^ . 
Soit 

J(-;)=B„+B,^  +  ...-+-B,r'^...: 
on  a 

B,=  A,(p+  2£)  r"e-^- '"■'/•'+*(//•. 
Posons 

(Il  _  ,■  ^,  ^     ,\dr 


p    -f-  2E 


valeur  qui  tend  vers  zéro  avec  y- 
Si  donc  l'on  prend 


/ -h  h -h  i 

=  un  entier, 


p    H-  2c 

?' 

Choisissons  pour  //  le  plus  petit  nombre  <  p'  +  2  £  te   que 


limA/.       ; I  :=:0. 

'      V      p'+2S  /,=  . 


— ; =  entier  =1  A  -f-  i  : 

p'+2E 


V27ie  =  ri,         /lmr/i^^=oj, 
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et,  quel  que  soit  /, 

(9)  iA,i<({y""', 

£  tendant  vers  zéro  avec  ^• 
Réciproquement,  si 

quel  que  soit  /,  dès  que  /  dépasse  une  certaine  limite,  on  a 

p'5  G-  -f-  £         (e  fini  positif  aussi  petit  qu'on  veut). 

En  effet,  considérons,  comme  l'a  fait  à  peu  près  M.  Hadamard,  les 
séries 

0    /' 
et 

(12)  e--'.  =  ^i^',         avec  a,  >  7. 

« 

Posons  X  =  nii,.  Les  nombres  X  diffèrent  entre  eux  de  a,  :  prenons 
parmi  eux  celui  (jui  est  immédiatement  au  moins  éi,'al  à  /, 

1)1(7,  =  A,  - /, 
avec 

On  a,  pour  |./;  |  >  i , 
(.3)  '^  =  ^V>-^^        (îlin-i.é). 


(;-/,-)^>(^)" 
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Or 

Il  suffira 


w  <  —  -+- 


(/_/,)^>('i^r'  ., 


l-k 

l—k\  -^ 


a      I      i      k 


Le  premier  membre  est  de  la  forme 


(ea,)'.     ^ 


(i-^y 


/  H-  <7| 


/-t-T,     *7 


et  a  pour  limite  e      "   ,   pour    l=^ro-^  le  second  membre  tend  vers 
zéro  avec  j  dès  que  o-,  >  a,  et  (i3)  a  lieu. 

Donnant  à  A-  au  moins  a-,  valeurs  consécutives, 

G,  I,  2,  ...,  E(cr,)=A-'-i, 

on  voit  qu'à  chacun  des  termes  correspondants  de  (i  i)  on  peut  faire 
correspondre  un  même  terme  de  c^"'  qui  est  plus  grand.  Donc 


k'  c^''  > 


1-' 


L'ordre  de  cette  dernière  série  est  <  o-,  ;  il  en  est  de  même  a  fortiori 
de  celui  de 

Prenant  a,  =  cr  +  £  (e  fini  positif  aussi  petit  qu'on  veut),  on  a 
(i4)  p'<a--f-£. 

Journ.  de  Math.  (5»  série),  tome  VIII.  —  Fasc.  IV,  1903.  44 
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Eli  n'SlIIIK'.   <i    r"i   -  I  ;i    |iiiin-  niilii'   ;i  [in;i  Mil  I    ".   . 

('5)  \^'\^[}f         ' 

d'après  (9);  adiiR-lloiis  (|iic  ])oi]r  iino  infinilc  de  valeurs  de  /on  ait 


(16)  A,,,  =  ( 


la  valeur  de  t  correspondant  aux  autres  coefficients  étant  plus  petite 
on  a,  d'après  (i4)ï 

;■_■-: -f-Jo. 
D'après  (i5^  et  I  iT)  ). 

I  -f-  E  .^    1  -+-  E, 


Donc  il  faut  dans  (^  i(i) 
£j  fini,  positif,  aussi  petit  (pion  veut.  c.   q.   f.   d. 

III. 

M.  Iladamard  a  (Mai)li  le  ihéorèinc  suivant  ('  )  : 

Étant  donné  un  produit  canonique  (•(-)  de  facteurs  primaires 
d'ordre  p  et  un  nombre  positif  arbitraire  t,  on  peut  trouver  une 
infinité  de  cercles' de  rayons  i ndé fini n\ eut  croissants  sur  rliarun 
desquels  on  a  l'inépalité 

(\(z)>e-^''\ 

i  >|i    .-tl    l'Ml.rlllI    :il(ilN   (pie  si 
{'  )    l'.oHKI..   tnc.  cit..  |).  70. 
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H  étant  un   polynôme  de  degré  d,    et  si  M^  est  la  valeur  maxima 
de/(:r)  pour  z  —  /•,  on  a,  dès  que  /•  dépasse  une  certaine  limite, 

(t'  aussi  petit  qu'on  veut,  mais  fixe),  p'  étant  le  plus  grand  des  deux 
nombres  d  et  p,  c'est-à-dire  l'ordre  apparent. 

On  peut  modifier  le  théorème  de  M.  Hadamard  en  lui  donnant  une 
précision  et  une  importance  plus  grandes,  et  en  faire  des  applications 
à  la  détermination  des  racines  des  fonctions  entières  et  des  fonctions 
à  point  singulier  essentiel.  Nous  l'énoncerons  ainsi  qu'il  suit  : 

Théorème  I  ('}.  —  Etant  donné  un  produit  canonique  G(z)  de 
facteurs  primaires  d'ordre  p  et  un  nombre  positif  arbitraire  i,  si 
l'on  décrit  autour  de  chaque  zéro  un  cercle  de  rayon  f\  fini  (r)Si 
arbitraire),  en  tout  point  extérieur  à  ces  cercles  on  a,  pour  \  z  \  assez 
grand,  l'inégalité 

\G{z)\>e-^''^\ 

La  même  inégalité  a  lieu  pour  une  fonction  entière  f{z)  quel- 
conque, p  désignant  alors  son  ordre  apparent. 

11  nous  suffit  de  suivre  presque  pas  à  pas  la  démonstration  qui  figure 
dans  la  théorie  des  fonctions  entières  de  M.  Borel  (-). 
Prenons  d'abord  p  <  i . 

Soit  G(  j)  =  W(  ^  ~  ~ff)  ^^^  fonction  entière  d'ordre  <  r ,  /•„  le 

module  de  a„;  nous  supposons  la  série  ^  -^(o-  <  i)  convergente,  et, 
à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n, 

1 

(0  '„>//^ 


(•)  Certaines  de  nos  démonstrations  ressemblent  d'assez  près  à  celles  des 
Leçons  sur  tes  fonctions  entières  de  .M.  Borel,  et  même  les  comprennent  comme 
cas  particuliers.  Nous  avons  cru  néanmoins  souvent  indispensable  de  sacrifier  la 
concision  à  la  clarté  en  reprenant  avec  détails  les  raisonnements  de  M.  Borel,  de 
façon  à  rendre  plus  attrayante  la  lecture  de  notre  Mémoire. 

(-)  Page  76. 
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Noire  méthode  consiste  à  considérer  non  pas  les  points  extérieurs 
aux  couronnes  C„  comprises  entre  deux  cercles  de  rayon  '"„,  —  i  et 
r„_-i-  r  et  ayant  roriginc  pour  centre,  mais  le  cercle  r„^  de  rayon  Y]$i 

Fig.  .. 


décrit  du  point  a„^  comme  centre  et  qui  est  compris  dans  cette  cou- 
ronne. 

Prenons  un  point  extérieur  aux  cercles  T„ .  On  a  pour  ce  cercle 

Soit  /•  le  module  de  z,  et  m  et  n  tels  que 
(3)  /•„<  2 /•</•„,+,, 


(4) 

(5) 
(6) 
(7) 


(«) 


'•«.  .>("  +  l)'>2/-i/-„„ 

n  ^  m , 
G(::)  =  ABC, 
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avec  les  notations  de  M.  Borel.  On  a 


A=n 

t 

d'où,  en  vertu  de  (2),  (5)  et  (8), 


A|>^' 


B|> 

ci>n 

I  n  +  l 

Quand  a  <  -,  i  —  a  >  f--";  donc 


!     i 7 


c  I  >  ^"'£:~' 


Or,  si  a-  <  I , 

■""  J„  I  —  0-  -1  —  0-^^ 

/I  +  I 

I  c  I  >  e-^^  "^", 


■fl  /   I  \"-"'     — - — -12/15  _„lag2- 


G(--)=|ABCl>^^(i)      e^-      >.- 
D'après  (4)  et  (6),  m<n<{'2rf^ 

m  logv  -I-  «  log-  2  H -^  (  3  i-y  —  /«  log-^ 

<'"[2'l0g^+2'^l0g2+2--^]. 

On  peut  prendre  /•  assez  grand,  si  petits  que  soient  yj  et  £  donnés  à 
l'avance,  pour  que 

2'(l0g^+l0g2-|--^)<,.S 
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d'où 

|G(r)i>e-'"^\ 

Tel  est  le  résultat  que  nous  voulions  obtenir.  Si  la  suite  des  a„  a  p 
pour  exposant  de  convcrj^once,  on  peut  prendre  a  =  p  -t- £,  quelque 
petit  que  soit  le  nombre  £,  donné  à  Tavanee,  et  |  G(s)|  >  e~'' 

Ceci  s'étend  aux  fonctions  de  genre  quelconque  fini:  soient  p  =  i, 
g  un  entier  supérieur  à  p  et  œ  une  racine  primitive  de 

a>»=i,  :-'^  =  y,         /••'=K=|jk|, 

iî>(y)  =  F(z)  =  G{:.)G{(^iz) . .  .G{M''~' z). 

$(y)  a  pour  ordre  apparent 

pour  les  points  extérieurs  aux  cercles  F,  de  rayon  y],  <  i  dans  le  plan 
des  y.  Si  rj  <;  I  est  convenablement  choisi,  /],  étant  suffisamment 
petit,  aux  points  du  plan  des  z  extérieurs  à  des  cercles  F  de  rayon  Y) 
et  ayant  pour  centres  les  zéros  a„,  a„co,  . . .,  «„oj'/~'  de  F(z)  corres- 
pondent dans  le  plan  des  j'  des  points  extérieurs  aux  cercles  F,.  Or 

\G(u^z)\<r^'^- {GicoO-'zjKe""' 

pour  les  points  extérieurs  à  ces  cercles,  en  sorte  que 

Pour  une  autre  valeur  y  ]>  p  de  q,  la  même  inégalité  a  lieu  pour  les 
points  du  plan  des  z  extérieurs  aux  cercles  T.,  do  rayon  y)<i  et  de 
centres  a„,  a„io',  . . .,  a„(o "''"'. 

Si  l'on  prend  ptnir  n  supérieur  à  une  cerlaini'  liniile 

|«„(oj''~oyP)|>3r,. 

quels  que  soient  a  et  ^  (o  <  a  <  y,  o  <  p  <  </  ),  ce  cpii  est  toujours 
possible  si  g  et  q'  sont  premiers  entre  eux,  on  voit  finalement  que  le 
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théorème  a  lieu  pour  tous  les  points  extérieurs  aux  cercles  de  rayon  y] 
et  de  centres  a„,  les  cercles  F  et  F,  n"a3'anl  d'autres  points  communs 
que  ceux  des  cercles  de  centre  a„. 

Ceci  s'étend  immédiatement  aux  fonctions  entières  /  quelconques 
d'ordre  fini  : 

/(.-)  =  G(.-)e"- 

donne,  si  p'  est  l'ordre  apparent, 

!/(.-)  I  >«-'■'- 

pour  tous  les  points  extérieurs  aux  cercles  de  rayon  ■/]  décrits  des 
points  a„  comme  centre  quand  n  est  suffisamment  grand.  On  peut 
prendre  yj  et  e  aussi  petits  qu'on  veut,  pourvu  que  n  soit  supérieur  à 
une  limite  convenable. 

Ceci  va  nous  permettre  d'obtenir  le  théorème  suivant  : 

Théorème  II.  —  Soil/{z)  =  Ap  +  A,  r  -i- . . .  une  fonction  entière 
de  genre  fini  et  d'ordre  apparent  p', 

Dès  que   l  dépasse  une  certaine  limite  finie,   à  toute  racine 

de  fi{z)  démodule  inférieur  à  Z?'""-  correspond  une  racine  de  f{z), 
les  modules  des  deux  racines  différant  d'aussi  peu  'qu'on  veut, 
pourvu  que  l  soit  assez  grand. 

La  démonstration  se  décompose  en  plusieurs  parties  : 
1°  Considérons  d'abord  les  racines  dont  le  module  est  suffisamment 
grand,  >>  L,  par  exemple.  Soit 

Soit  -,  un  zéro  àefi{z).  On  aura 

f{z^  =  W,^,{z,). 
Si  1^,  |<?^, 
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Si  -,  csl  inliTioiir  aux  cercles  F  cl  dépasse  une  certaine  limite  L 
indépendante  de  /,  il  y  a  un  zéro  l,  de /qui  dilTère  de  :;,  d'aussi  peu 
qu'on  voul  (plus  exactement  |  ^,  |  —  |  z,  |  ^y]).  Sinon  il  faudra 

Ceci  posé,  on  sait  que,  quand  /•  =  |  :;  |  dépasse  une  certaine  limite 
finie  L,  on  a,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  /, 


^^=(7/ 


(e,  aussi  petit  qu'on  veut,  positif  ou  négatif),  les  autres  valeurs  de  \/Âi 
étant  plus  petites. 
Prenons  alors 

où  cT  est  une  constante.  On  aura 

I T/.,  (:.,  )  I  <  I  A,^,  I  M^<)+  I  A,^,  I  P"^='  +  . . . 


(/  +  !)■ 


](/+!)       r         /CT         -i( 


Prenons  îô  =  £,  4-  77  —  £',  t'  étant  positif  et  aussi  petit  qu'on  veut, 
mais  fini. 
On  a 

T  "^ 


{/-h/.-)        ? 


L(/+.)""pJ 

[('  +  •)■    pj      '-7? 
^    — ^^ ri      /./..S^/-'"-". 
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Il  faut 

£'(/+  l)log/<log2  +  /'P'-^''^, 

ce  qui  est  impossible  si 

(?'  +  0^^  -^  (P'  +  0  (-.  +  ^  -  '')  =p't,-hlt,-hl+~-  £'(p'  +  £)^  I  . 

Il  est  toujours  possible  de  choisir  t,  puis  t,  assez  petits  et  finis  pour 
que  ceci  ait  lieu  pour  toute  valeur  positive  de  z'  choisie  a  priori  aussi 
petite  qu'on  veut. 

Il  en  résulte  que  pour  une  valeur  donnée  de  y]  <  i ,  dès  que  /  dépasse 

une  certaine  limite,  les  racines  de/^(s)  démodule  supérieur  à  la  limite 

\^ 
finie  L  et  inférieur  à  /?    ''  (e,  fini,  positif,  aussi  petit  qu'on  veut)  sont 
intérieures  aux  cercles  F. 

1°  Considérons  maintenant  les  valeurs  des  zéros  de  /(r)  de  mo- 
dule inférieur  à  la  limite  L  ci-dessus  visée  qui  dépend  de  y].  Leur 
nombre  est  limité  et  <v  pour  la  fonction /(:;)  donnée. 

Si  2 Y],  est  la  limite  inférieure  de  la  distance  de  deux  des  zéros  de 
mod<L,  pour  tout  point  extérieur  aux  cercles  de  rayon  -  décrit 
autour  de  chaque  zéro  comme  centre,  |/(=)  |  a  évidemment  une  limite 
inférieure  finie  F,  et  il  faut 

si  '^/  est  une  limite  supérieure  de  |  T^h-,  (:?,  )  |,  :;,  n'étant  pas  à  l'inté- 
rieur d'un  des  cercles  de  rayon  y],.  Or,  quand  ï],  est  donné  (yj,  étant 
d'ailleurs  fini),  on  peut  toujours  prendre  /  assez  grand  pour  que  '\ii 
soit  aussi  petit  qu'on  veut  et,  par  suite,  pour  que  l'inégalité  précé- 
dente soit  impossible:  on  peut  prendre  v],  aussi  petit  qu'on  veut, 
pourvu  que  /  soit  suffisamment  grand. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  qu'à  toute  racine  r,  de /^(:r)  correspond 
une  racine  de/(j)  dont  le  module  en  diffère  d'aussi  peu  qu'on  veut 

pour  /  suffisamment  grand,  pourvu  que  le  module  de  r,  soit  <  /?'    ''(  '  ). 

(')  Ceci  n'établit  pas,  toutefois,  qu'à  chaque  racine  de//(s)=ro  corresponde 
une  et  une  seule  racine  de  /(•:)  :=  o. 
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Applicdliuii    —   L\''i|iiiili()n  r*  ^  o  n"a  (riiiitrc  racine  que  ;  ^  — 
Par  suite,  les  l'aciiies  du  imlynoMie 


vont  tDUlos  eu  croissant  iud(Hinnuenl  avec  m. 


IV. 

Soient 

(,)  F(:;)  =  A„  +  A,r-f-...-+-A,r'4-... 

une  fonction  entière  d'ordre  a[)pareiit  Uni  p'  et  d'ordre  réel  p  :  p'i'p,  cl 
la  fonction  (') 

(2)  G(-)=A;.)/(wr)...y(co"'-':;) 

avec  m  >  s'. 
Posons 

on  aura 

(3)  (;(,^=..j;[(,_|_), 

c  étanl  une  constante  el  le  second  mendjre  élanl  une  fonction  entière 
de  Z  d'ordre  <  i .  Si  R„=|A'„|,  la  série  ^t^  converge,  par  suite 
aussi  la  série  ^.\>  ■  I-'"'^  séries 


^^.     (">") 


>unl  toutes  converf^cntes.  On  aura 

(4)  (;(:)  =  B„ -4- B,Z-hBaZ^-l-..., 


(')  b>  est  une  racine  piiniilive  de  j:"'r=  i  (m  fjiicicfinque  >  p').  Pour  ce  i);iia- 
;raplie,  coinp.  Iaogi,  .\nuvcllcs  Annales,   igoo-uiofi. 
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avec 

(5)  r  =  B„,         B,=  ^B„2^'         ■■•• 

D'autre  part,  considérons  le  produit 

G(:r)=       (A„+ A,; +...  +-A,„  ::'"  +  ...) 


(6)  , 

x(A„+A,wr-h.    .4- A,„oj"'j'"+. ..). 

On  a 

b„=a:, 

et  B,  ne  dépendra  que  des  coefficients  A„,  A,,  . . .,  A„ 
Formons  le  produit 


(7) 


G,(j)=      (A,-i-A,z-i-...+  A„,z"') 

X  (Ao4-  A,co=  +...+  A,„="')..., 


déduit  de  G(r)  en  supprimant  dans  le  deuxième  membre  tous  les 
termes  en  :■  de  degré  >  m,  et  soient  a,,  . . .,  a,„  les  racines  de 

(8)  A„-f- A,^+..  .  + A,„:;'"  =  o. 

On  a 

=  A;r(i- 

=  C„  +  C,  :■"'  -h  C,  z-'"  + . . . . 

Les  coefficients  de  G,(:;),  jusqu'cà  celui  de  z'"  exclusivement,  sont 
évidemment  les  mêmes  que  ceux  de  G(r).  Donc 

(9)  c„  =  a:  =  b„,       c.  =  -a;«2,L  =  b,. 

c,  peut  se  calculer  à  l'aide  des  formules  connues  de  Newton  (')  en 

(')    Voi>-,   par  exemple,   Niewenglowsh,   Cours  d'Algèbre,  t.  II,  2"  édition, 
1891,  p.  254. 
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parlai! I  île  rétiualion  (S).  Si,  dès  lors,  on  pose 

;   AbS,  -+- A,  =  o, 

)  A„s',. -I-  A,s',  +  -ï.A..  =  o, 
(lo) 


'  A,*,,,  +  A, s',„_,  +...-+-/»  A„,  =  o, 

s'  ~^-^'   -_--^\ 

'"  A'"  A'" 


ce  qui  donnera  B,  en  fonction  de  Ao,  A,,  ...,  A„,.  Ceci  s'applique 
pour  toute  valeur  de  7«>j:';  les  mêmes  formules  (lo)  serviront  à 
calculer  les  sommes 

V—  —  V  _L  —  _     ^'  —        ^^'   —  i' 

Zà\\,  —  Zd  a':  ~        B„  ~        A™ 

C  0 

pour  toute  valeur  de  m  >  p'. 

On  remarque  en  même  temps  que  la  somme  des  inverses  des  puis- 
sances /w'*°""  des  racines  de  ¥{z)  est  égale  à  la  somme  des  inverses  des 
puissances  m'*™"  des  racines  de  F„(;;)  ou  de  (8),  quel  que  soit  m  dès 
que  m^/??,  >  p'.  D'où  ce  théorème  : 

Théorème  III.  —  Pour  une  fonction  entière  V{z)  d'ordre  appa- 
rent p'  fini,  les  sommes  des  inverses  des  puissances  entières  m  >  p' 
des  racines  se  calculent  comnie  pour  un  polynôme  par  les  formules 
de  récurrence  de  Newton. 

Si  F,„(-)  désigne  le  polynôme  formé  des  termes  de  F(:-)  de 
degré  l/«,  la  somme  des  imerses  des  puissances  /?*'*■""  des  racines 
de  F„(s)  el  F(-)  sont  égales  quand  m  >  m,  >  p'. 

On  flrduit  de  là  un  certain  nombre  d'applicalions. 

I.  Conditions  de  réalité  des  racines  de  V{z-)  =  o.  —  Les  équa- 
tions qui  donnent  s,„(m  >  p')  permettent  de  préciser  certaines  condi- 
tions de  réalité  des  racines  de  ¥(:■)  =  o. 

l'our  que  toutes  les  racines  soient  réelles,  il  t'audra  (pie 

soit  ^  o. 
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Soit  p'-<  2;  on  peut  prendre  p  =  i,  2, En  particulier, 

,     Ar          2  A.,                2  A2A0—  A":  ^ 
S,  =  S.^  =  -i-~^,--^  = '-^, L  >  O 

ou 

2A2A«—  A;<  o. 

Utilisant  ce  théorème  connu  : 

Si  une  fonction  entière  d'ordie  apparent  <!^i  a  toutes  ses  racines 
réelles,  il  en  est  de  même  de  toutes  ses  dérivées,  nous  obtenons  la 
condition  générale  connue  (') 

(/ï  +  i)  A„^,  A„_,  —  nk'î  <  o. 

En  faisant  varier  c,  on  obtient  une  infinité  de  conditions  de 
réalité  pour  toute  fonction  entière  d'ordre  fini.  Ainsi,  pour  les 
fonctions  d'ordre  apparent  <[  2,  on  obtient  les  conditions 

s.,^o,  S;^o,  s,.^o,  .... 

II.  Conditions  pour  que  toutes  les  racines  soient  positives  ou 
négatives.  —  Il  faudra  non  seulement  s.^^^  o  comme  ci-dessus,  mais 
encore  ^j^+i  >  o,  dès  que  2p  +  i^p'  pour  que  les  racines  soient 
toutes  positives. 

Pour  les  fonctions  d'ordre  apparent  <Ci,  il  faudra  s,  =  s\^  o, 
c'est-à-dire 

A,A,<o. 

Les  dérivées  devant  satisfaire  aux  mêmes  conditions  (-),  il  faudra, 


(')  BoREL,  toc.  cit.,  p.  35. 
{-)  En  effet, 


F(.)=n('- 

F(.-) 


F'(  =  )^y_._. 
^  z  —  a,,' 


,       ,  .  .  .  .  .  F'  . 

SI   «5   est   la  plus  petite  racine,  qui   est  positive,   pour  s<^a„  -^  est  toujours 

négatif,   F    est    toujours   positif.   Donc  F'(z)   est  toujours    négatif  et  ne  peut 
s'annuler,  sauf  pour  5  =  —  00. 
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plus  gi-néralement, 

A„A„^,<o  : 

/'équation  F(:r)  =  o  ne  doit  présenter  que  des  variations. 
On  dcJiiit  de  là,  par  le  chani^cment  de  ^  en  —  z  : 

Pour  que  l'équation  F(z)  =  o  d'ordre  apparent  ■<  i  ait  toutes 
ses  racines  négatives,  il  faut  que  F(r)  ne  présente  que  des  perma- 
nences. 

III.  Détermination  du  facteur  exponentiel  de  F(-).  —  On  peut 
rattacher  à  ce  qui  précède  une  remarque  intéressante  relative  à  la 
détermination  du  facteur  exponentiel  de 

F(z)  =  e'-ni{z), 
n  étant  un  produit  de  facteurs  primaires.  On  a 

G(z)  =  oc„-h<x,z+.  .  .-h  y-jz"; 
n  est  le  produit  des  facteurs  primaires 


^> 


Aai, 


Nous  prendrons  lî^d'Sp',  certains  des  coefficients  a,,,  a,,_ pou- 
vant être  nuls. 

Si  Tordre  apparent  p'  n'est  pas  entier,  il  est  égal  à  l'ordre  réel  p  :  on  a 

f/<p',         A  =  E(p')<p'. 

Si  l'ordre  apparent  p'  est  entier,  il  est  égal  au  plus  grand  des  deux 
nombres  k  ou  k  +  i  et  o,  «g  étant  le  premier  des  coeflicients  a,/, 
*</-))  •  •  •  <îui  "^  s'annule  pas  :  l'ordre  réel  p  est  5p'. 
Ceci  posé,  on  a,  pour  I  r  ^  très  petit, 

logF(--)  =  G(r)-^2[log(i-^„)-f-;--t-^,+...+  ,^:] 
F{z)  =  e       ^l*-""'"*'      J. 
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Les  séries  y-^y^T^'   ,-^^-7^'   •••    étant  convergentes,   en 

A'  -+-  I   -^"  0„  K  -h  2  M^a^    - 

égalant  dans  les  deux  membres  les  A"  +  i   premiers  coefficients,  on 
obtient  A-  +  i  équations  permettant  de  déterminer  A  +  i  coefficients 
de  G(^). 
On  a 

:=  a„  +  a,  ^  -H.  .  .  -t-  a^  ;'■  +  (  a^.,^,  —  ^^^ 

La  somme  Sj+i(i'^  o)  est  donc,  au  facteur  d -^  j  près,  le  coefficient 
de  z''^'  dans  le  développement  de  logF(j).  Ces  quantités  sont  don- 
nées par  les  formules  de  récurrence  de  Newton  (10). 

Quant  aux  quantités  ^',,  s'.,,  .  .  .,  s[f  données  par  ces  mêmes  for- 
mules (10),  on  peut  en  donner  une  interprétation  élégante.  Cherchons 
d'une  autre  manière  les  coefficients  des  d  premières  puissances  de  z 
dans  le  développement  de  0  =  logF(:;).  On  a,  par  des  dérivations 
successives 

s'F  —  F'=  o. 


(2)'F)('")_F('«+<) 

^  ,^(m+nF  +  C;„9<'"'F'+  C;„9i'"-"F"  +  . . .+  o'F'""  — F'"'-"  =  o. 

Pour  r  =  o,  on  obtient  les  formules  de  récurrence 

[  ?ÔFo— f;,  =  ç;a„- A,  =  o, 


?„"'^"A„+  C;„9„""A,  +  C;„cp,;"-"2!A,  +  . . . 
'  _  +  9^m!A,„— (w  +  i)!A„ 

D'ailleurs 

o  =  logF(;)  =  o„-i-  -o'-h.  ..-h  ''^"   T    -h 
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Si  Ion  pose 

?o""    __  ''»,  ^ 

m  !  /// 

les  formules  de  récurrence  ci-dessus  deviendront 

I  (7,A„-f- A,  =  o, 

I  ajA„ --1- !T,  A, -f- 2A5=  o, 

'!^m+iA„+  C'„A,(/»  —  i)!(7„,+  C^„3!A.(m  —  2)!a„,_,  -(-.  .  . 
H-  C^,/!A,c7„,_,-^,(/«  —  /)!  -4- .  .  .-)-  a,///!  A,„  +  (/«  -I-  i)!  A,,,^.,  =  o, 

c'est-à-dire,  après  réductions, 
a,A„+ A,  =  o, 

(7o  A„ -t-  (7,  A,  -+-  2A2  =  G, 


/  ^„, . ,  A„  H-  7,„  A,  -)-  ff,„_,  A,  -H  . .  . 

I       -f-c7,„_,^,A,H-...-f-7,A„,-h(/»  ^-  i)A„,^,  =  o. 

Si  l'on  compare  ces  formules  avec  les  formules  (10),  on  voit  rpie  les 
rpiautilés  7,  coïncident  avec  les  quantités  s',  données  par  (10).  Donc 

9  =  logF(:)  =  logAo  —  -  s  —  .. .—  —  s'  — . .., 
et,  par  suite, 

1   «0  =  logA„,         a,  =  -5;.  ..., 

)  «       _   "''+'    —  _   ■^*^' 

Ceci  constitue  une  nouvelle  démonstration  de  l'exactitude  des  for- 
mules (10)  pour  le  calcul  de  .î,/h,  . . .,  5,/..,,  .  ...  Mais  ceci  montre  de 
plus  que  les  formules  (  1  o)  donnent  a^,  a, ,  .  . . ,  a.^. 

Dans  le  cas  particulier  où  A"  =  d,  le  facteur  exponentiel  de  \.\z)  est 


«*=  - 

«*, 

'   ci  ~  ' 
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complètement  détermine.  Ceci  a  toujours  lieu  quand  l'ordre  appa- 
rent p'  n'est  pas  entier  ('). 

Nous  obtenons  ainsi  le  théorème  suivant  : 

Théorème  IV.  —   Soii  la  fonction  entière  d'ordre  fini 

mise  sous  Informe 

oiiG{z)  =  ct.^-^  a.,z  +..  .-{-a^z''  est  un  polynôme  de  degré  d,  Il  un 
produit  convergent  de  facteurs  primaires,  k  le  plus  petit  nombre 
entier  tel  que  la  série 

coni'erge. 

Les  formules  de  Newton 

l  A„s\  +  A,  =  G, 

/  

Ao *'m  +  A,  s'      -h. .  .-h  m  A,„  =  G, 


donnent  : 

i"  Les  valeurs 

y.,  =  —  s\,  ..  .,  y.k  =  -  s, 

des  k  coefficients  deG  {z)  qui  suivent  a„  =  'ogAo  ; 
2°  Les  valeurs 

des  sommes  des  puissances  {d  +  i)'""",  ...,  (d  +  i)'™'' ,  ..  .  des 
inverses  des  racines  de  F(^)  ; 


(')  Une  fonction  à  croissance  irrégulièi-e  ne  peul   avoir  son  ordre  réel  plus 
petit  que  son  ordre  apparent. 

Journ.  de  Math.  (5«  série),  tome  VIII.  —  Fasc.  IV,  1903.  4^ 
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3°  Lfs  vah'iir.1  des  quantités 

(A- -I- i)  a*^, -*A^,  = -«<,.,,  ....  dy.,,—  sj  =  -  s\„ 

S/,^,,  ■ .  -,  s,i  étant  les  sommes  des  puissances  (A  +  i  )"""",  ....  d'""" 
des  inverses  des  racines  de  F  (  r  ) . 

On  obtient  ainsi  la  valeur  complète  de  G  (z)  quand  l'ordre  appa- 
rent n'est  pas  entier. 

IV.  Propriété  d'invariance  de  certaines  fonctions  des  coeffi- 
cients de  F(:;).  —  D'après  ce  qui  précède,  pour  les  fonctions  d'ordre 
fini  p',  Si  peut  se  calculer  par  les  formules  de  Newton  (lo)  dès 
que  I  >  p'. 

Soit  (j(^r)  un  polynouie  de  degré  d  quelconque;  ^'^'"F(:;)  est 
d  ordre  d ou  p  ,  et 

c 

On  a,  pour  /  >  d,  i  >  p', 

*,  =  'I,(.A„,  A. ,...)=  ^,(a;,  a;,...), 

la  deuxième  fonction  se  déduisant  de  la  jiremière  par  la  substitution 
de  A'^,  A',,  ...  à  A„,  A,,  ....  La  fonction  'j/,  conservant  la  même 
valeur,  quel  que  soit  le  polynôme  G(-)  de  degré  d,  est  un  invariant 
absolu  dans  toutes  les  transformations  correspondantes. 

On  peut  le  vérifier  directement  dans  les  cas  les  plus  sinqdes.  Nous 
citerons  à  titre  d'evemple  e"''^*'"^'"F(z),  où  F(:;)  est  d'ordre  <[  '^.  On 
peut  d'abord  supposer  r  =  o  cl  A,  =  i,  les  formules  (lo)  restant  les 
mêmes.  Le  calcul  direct  montre  que 

.y,  =  3A,  A,  -  .\:—  3A,  =.  3.\;  Al  -  A','  -  3A;. 

V.  Théorème  de  M.  Picard.  —  Supposons  (pi<^  l''(^^r)  =  o  n'ait, 
A,,  Aj,  ...  étant  donnés,  aucune  racine  :  ou  peul  montrer,  d  après  ce 
qui  précède,  que  A^  n'a  (pi'un  nombre  limité  de  valeurs. 
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En  effet,  on  a,  pour  m  >  p',  d'après  (lo), 
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o 


A„        A, 


A„ 


A, 
2  A., 


(w— i)     A„ 
{m  -+-  /)     A, 


Le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  A„  (qui  est  A™"')  est 
±  {m  -i-  i)  A,„^,  :  il  n'est  pas  nul  en  général;  par  conséquent,  A,, 
A^,  ...  étant  donnés,  il  y  a  au  plus  un  nombre  fini  de  valeurs  possibles 
pour  Ao,  en  général  au  plus  m. 

C'est  une  partie  d'un  théorème  connu  de  JNI.  Picard. 

\I.  Fonctions  entières  simples.  —  MM.  Cesàro,  Vivanti  et  Bassi 
ont  étudié  (  '  )  d'une  manière  particulière  les  fonctions  entières  simples, 
c'est-à-dire  privées  de  facteur  exponentiel.  Il  peut  donc  être  intéres- 
sant de  signaler  en  passant  à  quels  critères  on  reconnaîtra  les  fonctions 
de  cette  nature. 

D'après  le  théorème  IV,  remarquant  qu'ici  les  coefficients  de  G(^) 
a,,  ...,  ctj  sont  nuls,  on  aura,  par  les  formules  de  récurrence  de 
Newton,  A,  =  A.  =  . . .  =  A^-  =  o. 

Cette  condition  est  nécessaire  et  suffisante. 

Théorème  V.  —  La  condition  nécessaire  et  sujjisante  pour  qu'une 
fonction  entière  ¥ {z)  d'ordre  fini  soit  simple  est  que 

F  (,.)  =  A„  +  A,^,  z"^^  +  A,^,  z'--^  +  . . ., 
k  étant  le  plus  petit  nombre  entier  tel  que 

converge. 

Si  l'ordre  apparent  p'  de  F(z)  n'est  pas  entier,  k  =  E(p'). 


(')  BoREL,  toc.  cit.,  p.  47. 
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lirinarfiui'.  —  D'après  les  théorèmes  IV  et  V,  on  [)Ciil  loujours 
déierininer  le  facteur  exponentiel  d'une  fonction  entière  d'ordre  fini 
non  entier  et,  par  suite,  la  fonction  entière  simple  qui  a  les  mêmes 
racines.  Ceci  pourra,  dans  certains  cas,  faciliter  l'étude  des  racines  de 
la  fonction  entière  proposée. 


DEUXIEME  PARTIE. 

V.  —  Fonctions  quasi  entières. 
Considérons   la   fonction   de  la  forme 
(,)  $(.)  =  ^"--(i)/(r)?(^),- 

H  («)  et  K  {z)  étant  des  polynômes  de  degrés  h  el  A-,  f{z)  etç  (s)  des 
produits  de  facteurs  primaires  d'ordres  finis  p  et  p,  respectivement. 
Cette  fonction  <&  {z)  n'a  en  général  d'autres  points  critiques  à  distance 
finie  qu'un  point  singulier  essentiel  à  l'origine;  elle  a  un  point  essen- 
tiel à  l'infini  :  comme  cas  particulier,  f(^z)  et  o(:j)  pourront  se  réduire 
l'un  ou  l'autre  ou  tous  deux  à  un  ou  des  polynômes. 

Si  p'  est  le  plus  grand  des  deux  nombres  //  et  p,  p,  le  plus  grand  des 
nombres  k  et  p,,  nous  dirons  que  $(s)  est  d'ordres  réels  (p,  p,),  et 
d'ordres  apparents  (p',  p',). 

4>  (:;)  est  dévelo|)pable  d'après  la  série  de  Laurent  sous  la  forme 

(2)    <i>{z)  =  ...^M,z  '^...+  B,--'  +  A„  +  A,::+...+  A,='  +  .... 
Pour  une  valeur  assez  grande  de  r  (  ou  de  ;  )  démodule  /•.  |4>|  =  e'^  ' 

(ou  <?'■*'"  )  d'après  (i).  D'après  (2),  |*|<<?'""''  (ou  <c'*''^"'),  si  p" 
et  pî  sont  les  ordres  (1rs  fonclions  rnlières 

i  A(--)  =  A„4-A..+...4-A,q'^..., 
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D'ailleurs,  ces  inégalités  sont  vraies  pour  £,,  t\  positifs  :  elles  ne  le 
sont  plus  pour  une  infinité  de  valeurs  de  /•  quand  une  de  ces  valeurs 
est  négative.  On  en  conclut 

('\)  ?'=?"'  ?\=?r 

Inversement,  considérons  une  fonction  <!>(-)  de  la  forme  (^2), 
où  A(^)  et  B(^)  sont  des  fonctions  entières  d'ordres  finis,  p',  p',. 

Soient  b ,  b„,  ...  les  zéros  de  $(-)  de  module  <  i;  a,,  . . ., 

a„,  ...  les  zéros  de  $(j)  de  module  ^i,  rangés,  les  premiers  par 
ordre  de  grandeur  décroissante,  les  seconds  par  ordre  de  grandeur 
croissante. 

On  sait  ('  )  que  l'on  peut  former  un  produit  II  (-_)  avant  pour  fac- 
teurs primaires 


p.j  étant  fini  ou  non,  et  tel  que 

nf-Wp.P.-Pv 


converge. 

De  même,  en  posant 

n,(;)  =  Q,Q....Q,... 

sera  convergent  (-). 

(')   Voir,  par  exemple,  Borel,  loc.  cit.,  p.  9  et  suivantes,  ou  Picard,  Traité 
d'Analyse,  t.  II,  p.  i44. 

La  formule  •î'=II(;)n,(  -  j  e*3   reste  évidemment  vraie  quand  A  et  B  sont 


d'ordres  infinis- 

C)  Il  suffira  de  donner  à  />v  une  valeur  égale  au  genre  de  la  fonction  entière 

la  plus  simple  ayant  pour  zéro  les  quantités  —,  c'est-à-dire  égale  au  plus  petit 

entier  contenu  dans  l'exposant  de  convergence  p  de  la  suite -^;   •••i  -7-,   •••• 
Si  p  est  entier,  ce  sera  p  ou  p  —  i. 
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Il(  _  j  n,  {  :)  a  les  mêmes  zéros  que  il>. 

Alors  — ^  n'a  plus  de  zéros,  sauf  pcut-clrc  aux  points  o  cl  x  : 

<^,  navaiil  daulres  points  critiques  cjuc  les  points  o  et  ac.  Soient 

*,  =  \0gp-^  /(■\>-i-  2/,-V 

Considérons  un  chemin  quelconque  environnant  l'origine  dans  le 
plan  des  r,  chemin  issu  d'un  point  A  et  aboutissant  à  un  point  B.  Si 

Fig.  3. 


Ton  suit  ce  chemin  en  partant  de  A  avec  la  valeur  logp-f- /y  de  <P,  pour 
aboutir  en  B,  on  obtiendra  en  ce  point  la  même  valeur  ([u'en  suivant 
un  certain  nombre  de  lacets  identiques  issus  de  A  et  environnant  l'ori- 
gine, puis  la  droite  AB.  Supposons  qu'après  avoir  décrit  le  lacet  la 
valeur  de  logp  +  i ^  devienne  logf  +  /(•]/  +  2X71),  X  étant  évidem- 
ment entier.  Lii  fonction 

est  telle  ipie 

logX,  =  logf  -f-  rli  —  X  loge 

ne  change  pas  di'  valeur  (juand  on  siiil  un,  par  suite  un  nombre  quel- 
conque de  lacets  issus  de  A.  Autrement  dit,  logX,  est  tnoitodromr 
dans  (oui  le  plan.  C'est  une  fonction  à  laquelle  on  peut  appliquer  la 
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formule  de  Laurent,  et  qui  est  de  la  forme 

log X,  =  $,  = . . .  +  B •  =-'  + . . .  4-  B;  :;-"  +  a;  4- . .  .  +  a; g'  + . . . . 

On  en  conclut 


$2  étant  de  la  même  forme  que  $.  Soient 

B,(z)=  B',3+...+  B;:'+..., 

a.(-)  =  a;,+-a;.-+...4-a;3'-^.... 

Ici  n(-),  n,(»,  B,(:;),  At(z)  sont  des  fonctions  entières;  il  en 
est  de  même  de  (') 

zm,(z)e^''-^\         n(3)e''''='. 

Or  nous  savons  que,  pour  les  grandes  valeurs  de  s, 

\^(z)\<er^'-. 
Pour  ces  grandes  valeurs, 

„/i\    B,(i)        „         C,        C, 


C 
est  très  voisin  dr  —,  si  Cj^  est  le  premier  des  coefficients  du  second 

membre  qui  ne  s'annule  pas.  Donc,  pour  les  grandes  valeurs  de  z, 

\z''n,(z)e''^-''\<e"'^'-', 

c'est-à-dire  que  z^U,e'"  est  une  fonction  entière  d'ordre  lîni  'Sp'. 
Il  y  a  d'ailleurs  une  infinité  de  valeurs  de  3  telles  que 

\^(z)\>e^'-, 
par  suite  telles  que 

\z'n,(z)e'''^'\le''-\ 

C)   Ceci  suppose  X  positif;  si  >>  était  négatif,  on  considérerait 
Hie*!     et     z'-'''n{z)e""'' 
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Donc  r'TI,^*'  est  une  fonction  entii'-ro  cronlio  p' .  Or  même,  H(z)e'''"^ 
est  d'ordre  p\. 

Nous  obtenons  ainsi  le  théorème  suivant  : 

Théorème  I.  —  Toute  fonction 

*(.)  =  M(.)N(i), 

où   M(-)  rt  N(;)  sont  des  fonctions  entières  d'ordres  apparents 
finis  p  et  p,,  est  de  la  forme 


$(;,)^B(i)   +   A(.), 


où  B(z)  et  A(r)  sont  des  fondions  entières  d'ordres  apparents 
finis  p,  et  p;  réciproquement,  toute  fonction  de  la  seconde  forme 
est  aussi  de  la  première. 

A  cause  de  ces  analogies  des  propriétés  de  $(r^  avec  celles  des 
fonctions  entières  et  des  autres  analogies  que  nous  trouverons  plus 
loin,  nous  dirons  que  0(s)  est  une  fonction  quasi  entière  d'ordres 
finis  p,  p,  à  deux  points  critiques  essentiels  o  et  x. 

On  peut  étendre  à  la  fonction  $(-)  le  théorème  I  du  §  II!  : 

Théorème  II.  —  Etant  donne  la  fonction  ^(-)  quasi  entière 
d'ordres  finis  p,  p,  et  un  nombre  positif  arbitraire  £,  */  l'on  décrit 
autour  de  chaque  zéro  d'ordre  assez  grand  (assez  petit  et  de 
mod  <[  i)  un  cercle  de  rayon  y]  <[  i  arbitraire  (•Arjfl),  en  tout  point 
extérieur  à  ces  cercles  F  on  a,  pour  \  z  \  assez  grand  (assez  petit). 

En  cflct,  soit 

$(:;)  =  M(r)N(i). 

l'our  des  \aleurs  (]o  z  assez  grandes,  on  aura,  coiiinie  tout  à  Iheure, 
aCu 


^'G)|  =  T?'      ('--l^D- 


I  )"aiilr<'  |iarl, 

\M(z)\>e-^'- 


SUR    LES    FONCTIONS    ENTIÈRES    ET    QUASI    ENTIÈRES.  36 1 

pour  tous  les  points  extérieurs  aux  cercles  de  rayon  q  <[  i    décrits 
des  a„  comme  centres.  Donc 


m(3)n('^)|>6' 


De  la  même  manière,  on  aura,  dès  que  |  3  |  ^  -  » 
|N('^j|>e-'--'"'' 
pour  tous  les  points  z  extérieurs  aux  courbes  de  rayons  tels  que 

On  vérifie  facilement  que  ces  courbes  sont  des  cercles  intérieurs  aux 
cercles  de  rayon  2Y]/yJ;  ('  )  décrits  des  points  b,^  comme  centre. 

( '  )  Considérons  la  liaiisformalion  Ç  =:  -  et  les  points  extérieurs  aux.  cercles  C,( 

de  rayon  y)  et  de  ceulre  —  =;  ji^  dans  le  plan  des  Ç.  Si  Ç  =  ^-|-t,/,  ces  points  sont 
ceux  pour  lesquels 

A  ces  points  correspondent  dans  le  plan  des  ;  les  points  tels  que 


Hour  étudier  ces  points,  lien  n'empêche  de  supposer  6„  réel.   Il   faut    trouver 
les  points  tels  que 

ou 

(a)  (^l,^^—  ,ry  ^  y'->  t;-  bl(x-'  +  f). 

Considérons  le  cercle 

l'I  —  2  6„  jr  H-  ( ^-  -t-  j=  )  (  I  —  Tj-  lil  )  =  o. 

Son  centre  est  su  I  Taxe  Or  ;  -fi- 6,^,  est   <!  si  6,',  est  petit  et  ïj- -<  i.   Les  points 
|)onr   lesquels  (x)  a  lieu  sont  les  points   extérieurs  au  cercle.  Ce  cercle  coupe 
Journ.  de  Malli.  (5"  séije),  tome  VIII.  —  Fasc.  IV,  1902.  47 
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Nous  étendrons  de  la  même  manière  à  $(-)  le  théorème  II  du  §  III  : 
Théorème  III.  —  Soif  la  fonction  quasi  entière 

^(z)  =  . .  .  +  B,::-'+  .  .  .  -h  B,--'  +  A„+  A,  :r  +  .  .  .  +  A/--'  +  . . . 

considérée  au  théorème  précédent.  Dès  que  l  dépasse  une  certaine 
limite  finie,  à  toute  racine  de 

$,(:;)  =  B/Z-^+  .  .  .  4-  B, Z-'  +  Ao+  . .  .  +  A,:;'  =  o 

démodule  inférieur  à  l^  '  [^supérieur  à  l  P'  'j  (sj,  infinis  posi- 
tifs, aussi  petits  qu'on  veut)  correspond  une  racine  de  <I>(^),  les 
modules  des  deux  racines  correspondantes  différant  d'aussi  peu 
qu'on  veut. 

Considérons  les  racines  de 

$.(-)  =  o 

de  modules  >L  (L  fini  convenablement  choisi).  On  a,  pour  une 
infinité  de  valeurs  de  /'  et  /', , 

l'axe  Ox  en  deux  points  tels  que 

bl  —  'xb„x+  x-{i  —  ti'bl)=o. 


_  b„±\/bl—(i  —  r,'bf,)bl 
(i-v6?,) 

x  =  b„(i±T,b„)-K 

i>„  ^dy},      ^      ■   t     ■ 

Son  centre  est  encore  rrr'  so"  rayon  est  ■ -7-;  •  Un  voit  de  suite  que, 

si  r,/j\  est  inférieui-  à  une  limite  finie,  ce  cercle  a  tous  ses  points  intérieurs  au 
cercle  de  centre  b„  yt  do  r;iyon  ^t^bf,,  car 


'^"L     >\l^n\-f>-',bl  '^'''       <\b„\-hkr,bj„ 

l  -hr,b„  I  —  T(  6„         '        ' 


dès  que  A'  î  2. 
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les  autres  valeurs  de  A^-  et  B^,  étant  respectivement  plus  petites  que 
ne  l'indiquent  ces  formules. 
Prenons  alors 

\  -   \<  1^ 
I  "1  I  =  *■   ' 

ir,  étant  un  zéro   de  $^(-)  de  module   >  L,   et  cr  convenablement 
choisi. 
On  aura 

eiWt^^  {z^)  tend  vers  zéro  avec  j;  en  effet, 

I  A,, ,  :r^' + . .  .j  <  A,,, /-:'-' +  A,,  J-!'-^' + . . . 


Prenons 


i'  étant  positif,  aussi  petit  qu'on  veut,  mais  fini.   On  aura,  comme 
dans  la  démonstration  du  théorème  II  du  §  III, 

|A,^,c';"'+...|<2/-^'"+". 

D'autre  part, 

I  ^h±L  _i_  ^'+^  _|_       I  < if 

_/+!  .1+2      "■" 


E,W  +  1. 


puisque  |  -,  |  >  L.  Donc,  p,  étant  fini, 

/l'V,(-M)ii3/-v-..). 

Mais,  à  l'extérieur  des  cercles  de  rayon  y],  pour  |  r,  |  >  L, 

|«ï.(-,)i>e-r",       r,  =  \zA. 
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Si  z,  ("Si  l'xloiii'iir  à  ces  rorcles,  il  faut 

lot,^3  +  /"P-'"'>jY/+i)lo-/, 
ce  (]ui  est  impossible  dès  que 

t'  étant  ici  choisi  arbitrairement,  il  est  toujours  possible  fie  prendre  e", 
puis  £,  assez  petits  pour  que  cette  inégalité  ait  lieu,  L  étant  alors  assez 
grand,  mais  ne  dépendant  pas  de  /. 

On  en  conclut  que  r,  est  intérieur  aux  cercles  de  rayon  /]. 

I^a  considéraliou  de  l'équation  $/(- )  =  o  conduira  à  des  résultats 
analogues  pour  les. racines  de  module  inférieur  à     .  mais  supérieur 

il  nous  reste  à  considérer  les  valeurs  des  zéros  de  'ffr)  doni  le  mo- 
dule est  compris  entre  L  et  j  :  le  raisonnement  esl  le  même  (piaii  tlit'O- 
rémi-  Il  du  §  111.  c.    q.    y.   u. 

VI. 

Les  fonctions  quasi  entières  considérées  jusepiici  n'ont  que 
deux  points  singuliers  essentiels,  Tun  à  l'origine,  l'autre  à  ce  dans 
le  [)lan  des  z. 

On  |>eut  considérer  des  foncliitns  analogues  plus  générales  et  jouis- 
sanl  dr  pi(j|)riétés  semblables. 

DKUMTrriN.    —   .S'(///  In  fi)iirlion 
on  |„C:),    •j',!-;.    ...,  -^aI^),   •J'Am(-)  •"••""/   '/'•■''■  f'iiirllntis   rn/irrrs. 
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«„,  a,,  ...,  o<  étant  des  nombres  finis  distincts  en  nondire  fini  : 
nous  dirons  que  cette  fonction  est  une  fonction  quasi  entière 
rt  A"  -f-  2  points  singuliers  essentiels. 

Nous  allons  d'abord  établir  le  théorème  suivant  qui  généralise  le 
théorème  de  Laurent  : 

Théorème  I.  —  Si  une  fonction  monodrome  f{z)  n'a,  dans  le  plan, 
d'autres  points  critiques  que  les  points  qo,  a„,  a,,  . ...  a^i.  (/c  fini), 
elle  est  développai/le  en  une  série  de  la  forme 

où  ']/„(:),  'J/,  (s),  . . .,  '\i,;^,  ( z)  sont  des  fonctions  entières. 

Il  suffira  d'employer  un  raisonnement  analogue  au  raisonnement 
classique  (  ')  par  lequel  on  établit  la  série  de  Laurent. 

Considérons  dans  le  pian  des  ::  des  cercles  c„,  c,,  ...,  C/^  de  petits 
rayons  ayant  pour  centres  les  points  «„,  a,,  ...,  â^,  un  cercle  y  de 
petit  rayon  ayant  pour  centre  un  point  quelconque  extérieur  à  ces 
cercles,  un  cercle  A  de  rayon  R  aussi  grand  que  l'on  veut  (-'),  avant 
pour  centre  l'origine  et  comprenant  tous  les  cercles  précédents  dont 
les  rayons  sont  assez  petits  pour  que  ces  cercles  ne  se  coupent  pas. 
On  a  ^ 

X^"= =("■■■-.(".(■ 

Le  long  de  A  : 


(')  Cours  d' Analyse  de  l'Êcote  Poty technique.  Comp.  .roRB.4X,  Cours 
d' Analyse  imprimé,  t.  II,  i883,  p.  Sig. 

(-)  Le.  théorème  reste  vrai  à  l'intérieur  de  A  quaiul  on  suppose  R  fini,  la  fonc- 
tion pouvant  ne  pas  être  monodrome  à  ("extérieur  de  ce  cercle.  Mais  alors  'j',(i:) 
n'est  plus  forcément  une  fonction  entière. 
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Le  long  de  c,  : 

I                     1                                     1 

:  —  t         t  - 

-a,-  z  —  (7,                        /  —  a, 

car  on  y  a 

z  —  a,        . 

I  4- 


Z-Oi  \ 


'z)dz 


Dès  lors 

On  vérifiera  sans  peine  la  convergence  de  ces  séries  :  ainsi, 
pour   /  ,  le  reste  est 

Soit  M  le  nia\iniuin  de|/(:ô)|  sur  le  cerclée,,  |  r  —  «,  |  r=  a-,  =  rayon 
du  cercle  c,,  /  —  a,  =  t  >  a,,  \t  —  ^  [  >  t  —  o-,.  On  a 

qui  tend  vers  zéro  quand  n  croit  indéfiniment. 

On  obtient  ainsi  l'expression  de  /(:)  sous  la  forme 

pour  tous  les  points  /  du   plan   intérieurs  à  A,    mais  extérieurs  aux 
cercles  c„,  c,,  . . .,  C/,. 

Le  rayon  de  convergence  de  cliatuiic  des  séries  .}/„(-),  ...,  '|*(3), 
'!'*<-.(-)  t-'st  alors  aussi  grand  (pie  l'on  veut,  c'est-à-dire  ipie  ce  sont 
des  fonctions  entières.  c.   o.   v.   n. 
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Ceci  posé,  considérons  les  fonctions  de  la  forme 


(0 


(^) 


*(.)  =  ."--""<-^'---(-^>/(-)/;(t:^)--.A 


cp,(.-)  =  «"'-/.(--) 


étant  des  fonctions  entières  d'ordres  finis  p,  p^,  . . .,  p/,  (d'ordre  infini). 
On  peut  appliquer  à  $(-)  le  théorème  précédent,  et  l'on  en  conclut 

(3)  *(--)  =  x(-^)  +  Xo(jé^)+---+X. 


—  a/cj 

X(^)'  Xo(^)'  •■•'  X*(^)  ^^^^^  des  fonctions  entières. 

Aux  environs  d'un  quelconque  des  points  critiques  a„,  . . .,  «,,,  par 

exemple  de  a,,  ^(:)  est  de  l'ordre  de  yj  (- •  )  et  de  cp,-  ( );  de 

même  aux  environs  du  point  critique  r  =  oo.  Par  conséquent,  y  (-),  ..., 
Xi{^)i  •  •  •  sont  d  ordres  finis  ou  infinis  en  même  temps  que  ç(^),  . . ., 
<fi(z),  ...  respectivement.  Si  yj{z)  est  d'ordre  apparent  fini  p,  il  en 
est  de  même  de  9,(-),  et  réciproquement. 

Inversement,  considérons  la  fonction  (3),  x(-^))  XoC-")'  •  •  •'  X''^-") 
étant  des  fonctions  entières  d'ordres  apparents  finis  p,  p„,  ...,  p,. 

Nous  diviserons  les  zéros  de  $(-)  en  A-  -h  2  catégories 

(4)  a„,  a,,  ...,  a„,  ...;      a"„,  a',',  .,.,  a°,  ...  ;      ...;      a*,  a^,  ...,  a^,,  ..., 

telles  que  chacune  d'elles  comprenne  les  zéros  qui  environnent  respec- 
tivement les  points  critiques  co,  a„,  a,,  . . .,  a,,  (  '  ). 

(')  Pour  fixer  les  idées,  nous  décrirons  un  cercle  arbitraire  comprenant  à  son 
intérieur  tous  les  points  critiques  sauf  oo  ;  les  zéros  extérieurs  seront  rattachés 
au  point  critique  oo,  les  autres  au  point  critique  le  plus  voisin  ou  àTun  des  plus 
voisins,  s'il  y  en  a  plusieurs. 
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Nous  forinorons  alois  un  produit  de  facteurs  priuiaires 

nA^,)=ii'''- 

avec 

/)v  pouvant  rester  ou  non  fini,  mais  étant  choisi  de  façon  que 

np;  =p;'Pj'...p;;'... 

converge. 

Nous   opérerons    ainsi    pour    chacune    des    A-  -h  2    catégories    de 
zéros  (4). 

Le  produit 

1I.II„.II,...1I;,  =nï 

a  les  mêmes  zéros  que  $(-),  et,  par  suite, 


ii.ii„...n. 


n'a  plus  do  zéros,  sauf  peut-être  aux  points  ce,  a„,  ...,  a^.  (h\  pciil 
poser 

4>,  n'ayant  d  autres  points  critiques  que  ces  points  x,  «„,  ....  a^. 
Soit 

*,  =  logM',  =  logp  -H  i(-l  +  2/,-,-); 

soient  A  cl  B  deux  points  du  plan  des  z,  et  un  système  de  lacets  allant  du 
point  A  à  chacun  des  points  a^,  ...,  a/^.  Tout  chemin  issu  de  A  et  ahou- 
tissant  à  B,  (|uand  on  fait  varier  z  le  long  de  ce  chemin  et  que  Ton 
étudie  la  variation  correspondante  de<I>,,  é(|uivaul  à  la  droite  AB(ou 
à  un  chemin  inlinimenl  voisin  de  celte  droite)  el  à  un  ciTlain  nonilire 
des  lacets  i-n  (pieslion. 

Or,  quand  on  suit  le  lacet  enviiunuanl  r/,,  en  |>arlant  tie  .\  et  reve- 
nant  en  A,  l(igp-+-/}  devient  logp -i- /(  ■} -f- 2  A,t:  ),  A,  étant  entier. 
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Dès  lors,  la  fonction 

$,  =  log-T,  -  X„  \o'j;(z  —  o„)  - ...  -  Aa  log(  :;  -  a*) 

est  monodronie  dans  tout  le  plan.  Elle  est,  d'après  le  théorème  I,  de  la 
même  forme  que  il>.   Donc 

et 

(5)  cD=.^e*=(;r-«„)^....(:r-aO''     (') 

est  de  la  forme  (  i). 

Nous  savons  cju'aux  environs  du  point  critique  a,-  la  fonction  <!>  est 
d'ordre  p,-.  D'après  (5)  et  (i),  «D  est  aussi  de  l'ordre  de  «p,-.  Donc  cp,(s) 
est  une  fonction  entière  d'oi'dre  p,. 

Nous  obtenons  ainsi  le  théorème  suivant,  qui  comprend  le  théo- 
rème I  du  §  V. 

Théorème  II.   —  Toute  fonction  quasi  entière  $(-)  de  la  forme 


(«o>  •  •■  )  ^A  différents  et  ^  ce),  '/(:),  '/„(z),  . . . ,  y^k(^)  étant  des  fonc- 
tions entières  d'ordres  finis  p,  po,  . . .,  p/,,  est  ausside  la  forme 


?(-■)?»  (7ir„)---'^(d:^.)' 


ç(r),  'po(-).  ••  -,  9/((")  étant  des  fonctions  entières  d'ordres  finis 
p,  p„,  .  . .,  p;;-;  réci proquement ,  toute  fonction  de  la  deuxième  forme 
est  aussi  de  la  première. 

(')  Suivant  que  À,  est  positif  ou   négatif,  on   ])Ourra  faire  rentrer  {z —  «,)''■ 
dans  <o{z)  ou  (i, 


La  propriété  ci-dessus  est  indifTérenoment  vraie  pour  ies  fonctions  quasi 
entières  d'ordres  finis  ou  infinis  :  elle  a  été  indiquée,  ainsi  que  le  théorème  I, 
avec  d'autres  procédés  de  démonstration  et  sans  distinction  d'ordre,  par  Weier- 
stras.s  {Mém.  de  l'Acad.  de  Berlin,  1876).  Comp.  Mittag-Leffler,  Acta  math., 
t.  IV,  1884. 

Journ.  de  Math.  (5*  série),  tome  VIII.  —   Fasc.  IV,   1902.  4" 
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VII 


1,1's  iuialogios  de  prupiiélés  entre  les  fondions  entières  et  les  fonc- 
tions quasi  entières  d'ordres  finis  sont  nombreuses.  Nous  allons  en 
donner  plusieurs  exemples  : 

TiiÉoiiÉME  111.  —  Tout  étant  posé  comme  au  théorème  II,  la  con- 
dition nécessaire  et  suffisante  pour  que  $(-)  soit  à  croissance 
régulière  aux  eni'irons  du  point  critique  ai,  où  $(-)  est  d'ordre 
fini,  est  que  ladistribution  de  ses  zéros  y  soit  régulière,  c'est-à-dire 
que  o,(r)  et,  par  suite,  /,(-)  soient  à  croissance  régulière. 

Si$(^;)  est  d'ordre  p,  aux  environs  du  point  critique  z  —  ai  (ou 
pour  :;  =  a,),  on  a,  pour  /•  =    assez  L'raiid, 

Nous  dirons  que  <!>(;)  est  à  croissance  régulière  aux  environs  de 
z  =  a,  si  °^'  "''  '  ''  tend  vers  une  limite  tiuand  r  tend  vers  a,.  M^.  étant 

la  valeur  maxima  de  !*(-)|  pour  |  -  —  a,  |  =  -• 

D'après  le  théorème  11,  la  condition  nécessaire  et  suflisante  pour 
que  la  croissance  de  $(-)  soit  régulière  aux  environs  de  :;  —  a,  est 

que    celle  de    /j  i^ — )  le  soit;  autrement  dit,  que  /_,(-)  soit  une 

fonction  entière  à  croissance  régulière.  On  peut  dire  la  mémo  chose 

pour*(z)et9,(^-^)- 

D'autre  part,  on  sait  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  i)our 

que  Oi{z)  ait  sa  croissance  régulière  est  (jiie  la  distribution  de  ses 

zéros  soit  régulière,  c'est-à-dire  que  le  module  r„  du  //"""  zéro  soit 

i+t  •         •  1 

r,^z=  tv"    ,  £  aussi  petit  (pion   veut,  pourvu   ipie  n  soit  assez  grand. 

6'/  nous  convenons  de  dire  que  ta  distribution  des  zéros  de  cp,  y  ^ZT^.) 

est  régulière  aux  environs  de  z  —  Oi  (ou  pour  z  =  «,)  quand  celle 
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de<fi(z)  l'est  {au  sens  de  M.  Borel),  le  théorème  résulte  de  ce  qui 
précède  ('). 

On  peut  encore  étendre  aux  fonctions  quasi  entières  les  théorèmes 
que  Laguerre  et  Chio  ont  établis  au  sujet  des  rapports  entre  les  racines 
des  fonctions  entières  et  celles  de  leurs  dérivées  au  point  de  vue  de  la 
réalité. 

Soit  (théorème  II) 

(6)  *(.)  =  ,j,.-)o,(^)...,,.(-^) 

une  fonction  quasi  entière  à  points  singuliers  essentiels  et  réels.  Admet- 
tons que  cp,(-)  soit,  quel  que  soit  /',  d'ordre  apparent  <  2.  On  aura 


(7)  ?.■(--) -«^-n 

avec  les  notations  de  M.  Borel  (-). 

log$(r)  =  logo  (r)  +  logcpo  (rd:-) 


1      \ 


(  '  )   Nous  excluons  ici  le  cas  où  p,-  usl  enlier. 
(')   Levons  sur  les  fondions  entières,  p.  3^. 
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D  autiv  part,  soit  j  =  .  : 


iiilly' 


""■-(7^,) 


.'*'  —      /  - ^  \ï'       y 


(z  —  a^y  -^  {z  —  a,Y 


par  suite 


Aux  environs  d'une  racine  de  o(::),  ^-^  passe,  quand  -  croît, 
par  c»,  du  négatif  au  positif.  D'ailleurs,  dès  que  z  dépasse  une  cer- 
taine limite,  c'est  ^(7)  qui  donne  son  signe  à  -/z(^,,,-j;  <^n  efTet, 

2' est  lini;   si  o,(-)  est  d'ordre  <i,  il  en  est  de  même 

de  y ! —  et  y  — ;  si  o,(;)  est  d'ordre     1 . 

-^  Vj-a„"  "^  ^/  "^  -^  -^  =<„'(/ -Ô 

est  aussi  liiii.  H  rn  résulte,  d'après  un  lliéoréiue  connu,  (ple<^  (-)  a 
toujours  une  racine  réelle  entre  deux  racines  de  4>(-),  et  une  seule. 

Le  changement  de  variables  u  =  -^-^ —  permet  de  vérifier  le  théo- 
rème aux  environs  de  chaque  point  essenliel  </,  :  dès  ipie  z  est  suffi- 
samment voisin  de  r/,,  entre  deux  racines  de  4»(- j  voisines  de  </,  il  y  a 
toujours  une  racine  réelle,  et  une  seule,  de  «l>'(-). 
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Il  reste  encore  à  examiner  ce  qui  a  trait  aux  racines  imaginaires 
de  $'(-).  On  emploiera  un  procédé  analogue  à  celui  de  M.  Chio; 
on  a 

De  même,  soit 


'C  =  ^-hrii 


I        _  I  _    (.r  —  ai)  —  yi 

z  —  Oi         X  —  «,■  +  yi         {x  —  «,■  )^  -H  /^  ' 


(i3) 


Considérons  le  coefficient  de  i  dans  le  deuxième  membre  :  d'après  (12), 
le  coefficient  de  ^yi  est  la  partie  réelle  de  ^^4^)  c'est-à-dire  5  Mil  . 
Si  :r  est  grand,  cette  partie  réelle  reste  limitée,  car  \X,\  est  petit.  De 
même  le  coefficient  de  ri(-i]-  —  £-)  est  V  -r >  qui  est  très 

voisin  de  V  — ^  et  est  limité,  puisque  ?,(-)  est  d'ordre  <;  2. 

Ceci   posé,   admettons   que  ^'{z)   ait   une  racine   imaginaire  de 
module  très  grand,  z  :=  x  -h  yi,  et  que  y  =  |  3|'^(jj:5i). 
Le  coefficient  de  i  dans  (i3)  est  de  la  forme 

où  gi  et  A,  sont  finis,  c'est-à-dire,  au  plus,  de  l'ordre  de 
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Le  coeflicicnl  do  p^  Iciul  vers  zéro  (juand  |  z  |  croît  iiidcfininiont. 
Considérons,  au  contraire,  le  coefficient  de  /  dans  (12);  on  a 
(.1-  —  OL„y  -i-  y-  =  x^  —  2a„,r  -t-  a;  -+-  y-  <  3(.v^  -h  y'^ -h  ccl), 

pnisijuo 

I  2  0L„x\  <  2af,  +  2.r^; 
de  plus, 

<  +  ■*■'  +  r'  =  a  a;Ax-»  +  y^) 

dès  que  a°  ^  i ,  et,  dans  ce  cas, 

(x  -  OL„y  -hy'<  OoljXx"  -h  y'). 
Quand  a;X  i, 

(x  -  0L„y  ■+-  y-  <  G(x^  -h  y- ). 
On  en  conclut 

ou  . 

Âr' et  0  étant  des  quantités  indépendantes  de  j,  positives  et,  la  première 
au  moins,  :^  o. 

Le  coefficient  de  i  dans  -  est  rzTi( —  0,  -I-  £),  où  0,  rsi  lini  cl  po- 
sitif, et  £  aussi  petit  (pi'on  veut  dès  que  |-|  est  sufUsiunincnl  yraud. 
Il  ne  peut  être  nul  que  si  j'  =  o. 

Donc  le  nombre  des  racines  imaginaires  est  limité. 

La  démonstration  précédente  s'applique  encore  (piand  on  suppose 
que  4>(r)  possède  un  noml>re  limité  rj  de  racines  imaj;inaires;  il 
suffira  de  remplacer  dans  les  calculs  <I>(r)  par  X.4'(-),  *ï>(;)  n'ayant 
que  des  racines  réelles  et  étant  de  la  forme  (G),  et  .\  étant  un  poly- 
nôme en  r  de  de<,Mé  y  [)air  nayaiit  (pu-  dos  racines  imai^inairos. 

Un  iiuia 

(  >^?)'  _  ■£        ^' 


'  Z-'^'      'i'\  V       '  XX'— x'« 
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Si 

fX"=y(^-.)A„^^-  +  .... 
X"X  =  q(g-i)Alz"-''-"-+..., 

X"X-X'=  =  -^A^:r=?-=+.... 

Dès  que  z  dépasse  une  certaine  limite  finie,  X"X  —  X'^  est  constam- 
ment négatif.  Donc  v^  +  -7  est  toujours  décroissant  dans  ses  inter- 
valles de  continuité  quand  z  est  réel,  et  il  ne  peut  s'annuler  qu'une 
fois  dans  chacun  de  ces  intervalles.  Il  en  est  de  même  de  ^  -h  —• 

D'autre  part,  ^  est  évidemment   réel  quand  z  l'est,  et  l'on  voit 

encore  par  la  même  démonstration  que,  si  <I>'(x'  -H  yi)  ^  o,  y  est  nul 
dès  que  |  z   dépasse  une  certaine  limite  (  '  ). 

Finalement,  nous  pouvons  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  IV.  —  Soit  ^(z)  une  fonction  quasi  entière  à  A -+-  i 
points  singuliers  essentiels  d'ordres  apparents  <^2;  si '^{z^  n'a 
qu'un  nombre  limité  de  racines  imaginaires,  il  en  est  de  même 
de  ^\z),  <I»"(^),  . . ..  Entre  deux  racines  réelles  def^Çz),  de  module 
supérieur  à  une  limite  finie,  il  y  a  une  racine  réelle  de  $'(r),  et 
une  seule. 

On  pourrait  chercher  de  la  même  manière  à  étendre  au  cas  où  les 
ordres  apparents  sont  quelconques,  mais  finis,  les  théorèmes  analogues 
de  Laguerre  pour  les  fonctions  entières  d'ordre  fini  et  la  démonstra- 

(  '  )  Il  suffira  de  distinguer  les  valeurs  àe.  y  supérieures  au  module  de  la  plus 

grande  racine  de  X  ^  o,  et  les  autres,  pour  lesquelles  —  est  très  grand.  Le  coef- 

9'         X'  Y  ^    • 

ficient  de  i  dans  —  +  ^  est  toujours  de   la   forme  —  ;— tt^i,   où   6,   est   fini  et 

positif. 
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tioii  (m'en  a  iloiiiicc  M.  Boivl  ('V  Xdiis  hiissorons  ce  point  de  côté 
pour  le  moment. 

On  peut  encore  établir,  |)<)ur  les  ioiictions  ijuasi  entières  d'ordre 
fini,  un  autre  théorème  connu  de  la  théorie  des  fonctions  entières  (^)  : 

TiiKoiiÈME  V.  —  Parmi  lou/es  les  fonctions  quasi  entières 

o(.-)F(r)-9,(r), 

où  F(z)  est  une  fonction  quasi  entière  à  k  -\-  \  points  singuliers 
essentiels  a^,  a,,  ...,  a^  d'ordres  apparents  p,  p„,  ...,  p^,  9(^)  <^^ 
o,(z)  des  fonctions  quasi  entières  ayant  les  mêmes  points  singu- 
liers essentiels,  mais  d'ordres  apparents  plus  petits  respect ii'ement 
que  ceux  de  ¥{z)  pour  un  même  point  singulier  essentiel  a,,  d y  en 
a  une  an  plus  d'ordre  réel  inférieur  à  p,  pour  z  =  a,. 

En  elTet,  on  peut  toujours  prendre  a,^^  ce,  par  exemple. 
Supposons  qu'il  y  en  ait  deux 

(  o(.-)F(.)- 9, (.)  =  *(.-).'- 

^'^^  \-\{z)V{z)-'h,{z)  =  W{z)e^-'\ 

«I>  et  M'  étant  des  produits  canoniques  de  l'iictcurs  primaires  d'ordres 
inférieurs  à  p  pour  r  =:  oo,  et 

iQr.-)  =  V,.-)H-Y.(_^)  +  . 

X(s),  Y(:r)  étant  des  polynômes  en  z  de  degrés  p;  Xj^;"),  —  X;((^«) 
d'une  pari,  Y„(3),  .  .  .,  Y^(-)  d'autre  part,  des  fonctions  entières 
ou  des  polynômes  en  r  (p  doit  alors  évidemment  être  entier).  En  éli- 
minant F  entre  les  deux  équations  (r4)5  on  oijtient 


(')  Loc.  cit.,  p.  36  et  siiiv. 
(')  BoRKi.,  toc.  cit..  p.  95. 
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Considérons  ce  qui  se  passe  aux  environs  du  point  critique  essen- 
tiel ^  =  30, 

Soient,  aux  environs  de  ce  point,  A  le  plus  grand  des  ordres  de  o^\ 
'j/$,  'l'O,  —  '^,ç  qui  sont  des  fonctions  quasi  entières  d'ordres  appa- 
rents <^  0  aux  environs  de  r  =  x).  Nous  poserons 


('7) 


X(.-)  =  A(r)   +B(.), 
Y(z):.--A,(z)^B,(z), 


A(:;),  A,(:;)  désignant  l'ensemble  des  termes  de  X  et  Y  de  degrés  >X. 
On  peut  vérifier  alors  directement  l'impossibilité  de  (l'i),  d'abord 
si  A  et  A,  n'ont  pas  leurs  termes  de  degrés  les  plus  élevés  identiques, 
ensuite  si  l'on  n"a  pas  A  =  A,  =  o.  On  peut  aussi  prendre  les  dérivées 
des  deux  membres  de  (i6)  et  vérifier  que  la  relation  ainsi  obtenue, 
jointe  à  (i6),  est  impossible.  (Voir  la  démonstration  de  M.  Borel  pour 
les  fonctions  entières.  ) 

Corollaire  I.  —  Parmi  les  fondions  oF  —  o,,  où  o  et  o,  sont 
d'ordres  apparents  tous  plus  petits  respectiiemenl  que  ceux  de  ¥{z). 
il  y  en  a  une  au  plus  d'ordre  réel  inférieur  à  p,  une  d'ordre  infé- 
rieur à  pa,  ...,  une  d'ordre  réel  inférieur  à  p^,  enfin  une  au  plus 
d'ordre  réel  inférieur  à  la  fois  à  p^p^,  . . .,  p^. 

Soit,  dans  un  quelconque  des  cas  ci-dessus,  y^  le  produit  convergent 
ayant  pour  racines  les  racines  communes  à  cp  et  cd,  :  on  aura  le  même 
théorème  ou  le  même  corollaire  pour  les  fonctions 


/.            /. 

par  suite 

.  |inrnii 

les  équations 

(.8) 

F+2i  = 

'Si 

il  Y  en  a  une  au  plus  dont  l'ordre  réel  est  inférieur  à  p,  aux  environs 
de  z  =  a,. 

Corollaire  II.    —    Tout  étant  posé  comme  dans  l'un  des  cas  du 

Journ.  de  Math.  (5"  série)  ,  tome  VIII.  —  Fasc.  IV,  1905.  4^ 
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ihèoi  ('■iiii'  \    on  lie  SOI/  rorollaii-r  /,  pcifiiii  Irs  <-(jiialioiis 

//  y  en  a  une  au  plus  d'ordre  réel  inférieur  à  p,  pour  z  —  a,,  et  a 
fortiori  une  au  plus  d'ordre  réel  inférieur  à  la  fois  à  p.  z p^. 

Ce  qui  préct-de  pcul  s'étendre  à  certaines  catégories  de  fonctions 
qnasi  entières  d'ordre  infini.  Ainsi  ('),  soit  F(-)  une  fonction  quasi 
entière  vérifiani  pour  les  grandes  valeurs  de  r  linégalité 

(19)  \F{z)\<e''"' 

pour  I  r  I  =  /•,  ///  étant  une  constante,  ou  des  inégalités  analogues  aux 
environs  de  ;:  =  a,,  si  -^-^ —  =  r.  Soient  encore  o,  o, ,  'h,  ■]>,  des  fonc- 
tions quasi  entières  d'ordres  fînis  aux  environs  du  point  critique  :  =  «, 
et  telles  que  o^{/,  —  ^,<f=^o. 

Si  les  deux  fonctions  entières  oV  —  o,,  ■]/¥  —  ']>,  sont  d'ordres  réels 
finis  aux  environs  du  point  critique  ::  =  a,  (on  pourra,  par  exemple, 
supposer  a,^=  ce),  F(r)  doit  y  être  d'ordre  fini,  à  moins  (|uc  ces  deux 
fonctions  ne  dill'èrent  que  par  un  facteur  constant. 

En  effet,  soient 

I   oF  -  9,  ^  He'\ 


(20) 


où  0  et  y  sont  des  fonctions  quasi  entières  dordres  réels  finis  aux  envi- 
rons de  z  =  yo,  G  et  II  des  fonctions  quasi  entières.  Aux  environs  d'un 
point  criticjue  quelcon(|ue,  O^?*^  et  y  c"  satisfont  à  des  inégalités  de  la 
forme  (i<)).  Donc  (i  et  II  sont  d'ordres  finis  aux  l'uvirons  de  ce  point. 
I  )"aillcMi  s.  l'iiminaiit  1'"  entre  les  deux  i'(|iuil  ions  (  un  ),  on  aura 

(21)  9yy'--|0<'"-.'|9,-v|. 


(')   Compnrrr  HoRKl.,  lor.  cit..  p.   100. 
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Cette  relation  est  de  la  forme 

où  A,  B,  C  sont  des  fonctions  quasi  entières  d'ordres  finis  ponr  z  =  x. 
En  prenant  la  dérivée  des  deux  membres,  on  est  conduit,  comme 
dans  le  cas  des  fonctions  entières,  à  une  impossibilité  [voir  Borel, 
loc.  cit.)]  nous  concluons  donc  : 

Théorème  VI.  —  Soirnt  ¥(:•)  une  fonction  quasi  entière  à  A  -H  i 
points  singuliers  essentiels  a^,  a,,  ....  a^;  o,  ç,  des  fonctions  quasi 
entières  d'ordres  finis  aux  environs  du  point  critique  z  =  a,. 

Si    -. -.    =  /',  et  si,  dès  que  r  dépasse  une  limite  finie, 

\\z  —  ai\\  '  '  ^  '  J         > 

\¥{z)\<e^"" 

pour  1^1  =  /-,  m  étant  une  constante ,  parmi  toutes  les  fonc- 
tions oF  —  cp,  qui  diffèrent  autrement  que  par  un  facteur  constant 
il  y  en  a  une  au  plus  d/ordre  réel  fini  aux  environs  de  z  =  a,, 
à  moins  que  F(3)  n'y  soit  d'ordre  fini. 

Corollaire  I.  —  SiV,  cp,  cp,  jouissent  des  mêmes  propriétés  aux 
environs  de  tous  les  points  critiques,  parmi  les  fonctions  oF —  œ, 
il  y  en  a  une  au  plus  d'ordres  réels  tous  finis,  à  moins  que  F(s) 
n'ait  tous  ses  ordres  finis. 

Corollaire  II.  —  Tout  étant  posé  comme  au  théorème  VI  et  au 
corollaire  I,  si  F  n'est  pas  d' ordre  fini  aux  environs  de  z  =  «,  {^aux 
environs  de  tous  les  points  critiques),  parmi  les  équations 

F  -  I'  =  o 

il  y  en  a  une  au  plus  d'ordre  réel  fini  aux  environs  de  ce  point 
aux  environs  de  tous  les  points  critiques  ). 

On  pourrait  aller  plus  loin  et  considérer  les  fonctions  quasi  en- 
tières F(:;)  d'ordre  <e^  aux  environs  de  z  =  a,.  Des  raisonnements 
de  même  nature  conduisant  à  des  résultats  analogues  paraissent  appli- 
cables :  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas  poui'  le  moment. 
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Défimtion.  —  Une  fonction  monodromr  qui,  en  ilrlwrs  de 
A" -f- 2  points  singuliers  essentiels  x,  a„.  a^,  ...,  a^^,,  n'a  (Vautres 
points  critiques  que  des  pôles  sera  dite  une  fonction  cjuasi  nicro- 
niorplic. 

On  peut  former  une  fonction  quasi  entière  $  ayant  pour  pôles  les 
pôles  de  cette  fonction  :  F<1>  est  alors  une  fonction  ipiasi  entière  ^'; 
donc 

F  =  |  (■> 

Thkohème  VII.  —  Toute  fonction  quasi  méroniorplic  est  Ir  quo- 
tient de  deux  fonctions  quasi  entières. 

On  peut  encore  étendre  auv  fonctions  quasi  méromorphes  certains 
résultais  relatifs  aux  fonctions  niéroniorphes  (-)  et  en  indiquer  de 
nouveaux. 

Supposons  que  les  ordres 


de  M"  et  4*  soient  tous  finis  :  si 


sont  les  plus  grands  des  nombres  p  et  a,  p„  et  œ„,  ....  p^  d  "^aj  nous 
dirons  que  F  est  d'ordres  finis  t,  t„,  . . .,  t^.. 

Soient  o,  et  •.}/,  deu.v  fonctions  quasi  méromoi  plies  ilistinctes  et 

(■22) 


(')  Weierstrass,  toc.  cil. 

(')  BoREL,  Ann.  de  l'iicolc  A'ormate,  1901,  p.  iij. 

(')  £f''  esl  d'ordre  ■:  aux  environs  de  :  ^  oc,  car,  sinon, 


o<'';  = 


^,  m  0  elanl  d'ordres  <  -,  il  en  serait  de  même  de  ao  +  ?Yt'''. 
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supposons  que  les  ordres  de  cp,  et  <\),  soient  tous  inférieurs  respective- 
ment à  ceux  de  F  et  que  6  et  rj  soient  les  quotients  de  produits  de  fac- 
teurs primaires  relatifs  à  F  —  o,  et  F  —  'j/,. 
G  et  H  sont  des  expressions  de  la  forme  (i  5)  : 


H  =  Y(.)-.Y„(^j -...., 


où  X(j),  X(i(r),  . . .,  \  (z),  Yo(:;),  .  . .  sont  des  polynômes. 

Les  ordres  de  0  et  y],  qui  sont  les  ordres  réels  de  F  — -  cp,  et  F  —  'j>, , 
étant  supposés  inférieurs  à  ceux  de  F,  ces  derniers  sont  égaux  aux 
degrés  des  polynômes  X(^  ;')  et  Y(  ;"),  X„(r)  et  Y(,(;) 

(22) donne 

(23)  ,|,_  ^,  =  0('''-r,r'". 

Ecrivons  encore,  comme  dans  (17), 

j  X(.-)=  A(.-)+  li(  =  ), 

A  et  A,  désignant  l'ensemble  des  termes  de  X  et  Y  de  degrés  >  A, 
X  étant  le  plus  grand  des  ordres  de  cp,,  'j/,,  9,  y];  il  suffit  maintenant  de 
remarquer  que  (23),  quand  on  y  chasse  les  dénominateurs,  se  ramène 
à  la  forme 

où  A,  B,  C  sont  des  fonctions  quasi  entières  d'ordres  <  ~,  ':„,  , . .,  t^; 
nous  avons  vu  qu'une  relation  de  cette  nature  est  impossible  [équa- 
tions (16)  et  (21)]. 

Nous  en  concluons  ce  théorème  : 

Théorème  VIII.  —  Parmi  toutes  les  fonctions  quasi  niéromorphes 
F  —  o,  d'ordfcs  finis,  oii  F  est  une  fonction  quasi  méromorphe 
d'ordres  ~,  t,,,   ....  t^  finis,  à  A  -h  2  points  singuliers  essentiels 
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{dont  z  =  x),  Zi,  une  quelconque  des  fonctions  quasi  méromorphe.s 
d'ordres  tous  plus  petits,  V  et  o,  ayant  les  mêmes  points  critiques 
essentiels,  il  y  en  a  une  au  plus  dont  tous  les  ordres  réels  sont  infé- 
rieurs ù  ceux  deF  {'  ). 

Nous  allons  de  nirme  établir  pour  1rs  fonctions  quasi  nuToniorphos 
un  lli(''orônie  de  MM.  Picard  et  Boicl  poui'  les  fonctions  incro- 
niorplies  : 

ïnÉoHÈME  1\.  —  Étant  donne  une  fonction  quasi  ntéroinurplie 
¥ {z) d' ordres  1 ,  t„,  . . ..  -,,àk  +  -2. points  singuliers  essentiels (^dont 
;  =  X  ),  parmi  les  équations 

Fu^)=o(-), 

où  o(:)  désigne  une  fonction  quasi  niéronwrplic  il'ordres  tous 
inférieurs  à  t,  To,  . . . ,  t^,  il  y  en  a  au  plus  deux  qui  soient  excep- 
tionnelles, c'est-à-dire  telles  que  l'un  au  moins  des  exposants  de 
convergence  des  suites  des  modules  de  leurs  racines  soit  infé- 
rieur à  l'ordre  correspondant  parmi  les  nombres  i,  t^.  ...  t^. 

Il  suffil  de  suivre  à  peu  près  la  même  uiarclie  ([ne  iVl.  Borel  pour  les 
fondions  méromorphes. 

Ou  considère  encore  les  diverses  fonctions 

.    ^_    MF  +  N 

gK")—  m'Fh-N'' 

avec  M\'  —  M'N  ^  o,  M,  M',  N,  N'  étanl  des  l^u(•lillM^  i|uasi  entières 
d'ordres  tons  inférieurs  à  T,  T„,  ....  T;;..  Ou  disliui;ur  tinis  cas  : 


(')  Un  ihéorème  semblable,  par  analogie  avec  le  lliéorème  \  et  ses  corollaires, 
a  l'-viflemmenl  lieu  aux  environs  de  chaque  point  critique,  F  élanl  une  fonction 
f|uasi  méromorplie  d'ordre  fini  aux  environs  d'un  point  critique  seulement  :  nous 
n'insistons  pas.  Ces  résultats  et  ceux  du  ihcorèinc  N'III  sont  nouveaux,  même 
pour  les  fonctiiiiis  lni•rolllorplle^. 
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Premier  cas.  —  Aucune  des  tj^ansformées  g (z)  n'est  une  fonction 
quasi  entière  (')  aux   emirons  d'aucun   des  points  critiques  y.. 

fl„,    ..-,  «A- 

Dans  ce  cas, 

admet  c.  t,, -/,  comme  exposants  de  convergence  de  ses  racines. 

En  effet,  ceci  revient  à  dire,  si  F  =  p^.  F,  et  F.  étant  des  fonctions 

quasi  entières,  que 

M'F,4-N'F, 

est  une  fonction  c[uasi  entière  d'ordres  réels  t,  -„ t^..  Si  l'ordre 

de  cette  fonction  aux  environs  de  r  =  a,-  était  <  t,,  on  pourrait 
trouver  une  fonction  entière  M  d'ordres  <  t,  -:„....,  t^.  et  ayant  les 
mêmes  zéros  aux  environs  de  :r  =  a,; 

«^^     '""  M'F(3)-(-.N'        M'F,  +  N'1<', 

n'a  plus  d'infinis  aux  environs  de  ;  =  a,  :  c'est  une  fonction  quasi 
entière  aux  environs  de  ce  point,  contrairement  à  l'hv'pothèse   faite. 

Deuxième  cas.  —  Parmi  les  transformées  g{:-)  il  y  a  des 
fonctions  cj^uasi  entières  aux  environs  d'un  au  moins  des  points  cri- 
tiques a,,  mais  ces  fonctions  quasi  entières  sont  toutes  d'ordre 
réel  -/. 


Soit 


T(~-; 


!^,F 


(  '  )   Nous  dirons  que 

(théorème  II),  où  cp{;),  cpol^),  ■  -,  fi{z)  sont  des  fonctions  méromorphes  de  z, 
est  quasi  entière  aux  environs  du  point  critique  «j-  si  <si{:)  n'a  qu'un  nombre 
limité  de  pôles. 
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(uL,  u.,.  V.  V,  fonctions  quasi  entières  d'ordres  inférieurs  à  ~.~„  .  . . ,  *:*. 
avec  uv,  — v(x,  7^0)  une  des  traiisforniées  de  \'\:)  <|iii  soit  fonction 
entière  aux  environs  de  :;  ■-=  «,. 

Kn  raisonnant  comme  M.  IJorel,  on  voit  (|ue  les  équatif)ns 

^  M 


admettent  -,  comme  exposant  de  convcrj^ence  de  la  suite  i]i-s  modides 
dc^  leurs  zéros  aux  envirotis  de  r    =  a,,  à  moins  (|ue  Ton  n'iiit 

^:.  -'Il 

Si  la  même  circonstance  se  présente  aux  environs  de  plusieurs  des 
points  crilirpies,  en  nondjre  /»  .  on  dexra  avoir  à  la  fois 

N     ^    V,     ^    v^    ^  ^    v,,_ 

M        [j.,         ^,        '  ■  ■        txy 

Finalement,  dans  le  cas  supposé  ici,  il  v  a  an  plu>  une  écpialion 
exceplionnelle. 

Thoisième  cas.  —  Par//)/  les  lian.sfornirrs  :,'(  z)  il  y  a  ilrs  fonc- 
tions quasi  entières  aux  environs  iVun  au  moins  des  points  cri- 
tiques «,,  mais  une  au  moins  de  ces  fonctions  y  est  d'ordre  réel 
in  fi' rieur  à  T,. 

Il  nous  suffira  de  considc-rer  le  cas  on  a,  -----  m.   l/oidi-e  apparent  de 

l-etle   fiiticlinn  -'  r^I    T  ri 

7.   MAf'"  -, 

où    I'   esl    un    pol\nome    de  dej^ré  t,    M    une    foncliou    entière  de  z 

'1  ordre  <[  t,  A  um;  fonction  cpiasi  méromorplie  dOrdres  _t„ T^. 

n'ayanl  pour  points  critiques  essentiels  (pu-  (i„.     .    .  a^^. 


(^4) 
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On  a 

T-,  !xMAe''-i-v 


|a.,MAe'' 


avec   [XV,  — v[x,^o,  jj.,  u,,  v,  v,   étant  des  fonctions   quasi  entières 

d'ordres  <  t,  t^,  .  .  . ,  ':/,,  o  =  F{z)  -+-  ^  équivaut  à 


(25) 


M'(lj.MAe''  H- y)  +  N^dx,  MAe'' -t- v,) 
M'(|A,MAe''  +  V,  ) 


Supposons  d'abord  que  le  numérateur  et  le  dénominateur  aient  des 
racines  communes,  elles  satisfont  à 

M'-' (a  MA.c'''  + V  )  =  o, 
M'  ([x,  MA('''  + v,)  =  o; 

comme  on  suppose  M' 7^0,  N'^o,  elles  devront  satisfaire  soit  à 
[Av,  —  vp.,  =  o,  soit  à  M'  =  o,  c'est-à-dire  à  des  équations  d'ordres 
inférieurs  à  t,  Tj,  . . . ,  T/,. 

Ceci  posé,  considérons  le  numérateur  de  (■23)  cpii  est  de  la  forme 

(M>  +  iN'u.,)  MAe"  -+-  M'v  -t-  N'v,  =  o. 

Si  M'[x  -4-  N'|j.,  ^  o,  M'v  -t-  N'v,  ^  o,  appliquons-lui  le  théorème  V 
en  chassant  le  dénominateur  de  A  :  parmi  les  fonctions  quasi  entières 
d'ordre  inférieur  à  -  au\  environs  de  :  =  ce,  et  de  la  forme 


il  y  en  a  une  au  plus  d'ordre  réel  inférieur  à  t  pour  z  —  x.  Ici  cette 
fonction  est  évidemment  (à  un  facteur  constant  près)  ^c'';  si  9  et  9, 
sont  ^  o,  cpe""  — (p,  est  d'ordre  t.  Donc,  quand  M'p. -+- N'[/.,  ^  o, 
M'v-i-N'v,  ^o,  le  numérateur  de(25)  est  d'ordre  réelT,  et  l'exposant 
de  convergence  de  la  suite  des  modules  de  ses  racines  est  t. 
Si 

M'[ji.-|-  N'ti,  =  o, 

Jouni.  de  Math.  (  d«  série),  tome  Mil.  —  Fuse.  IV,  1902.  5o 
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OU  il 

ï^  —  _  Ji- 
M'  "~       ,u,  ' 

II'   ra|i|)nil  —  ('•tiiiil    parfaili'iiiciil   (Ii'Iimiiiiih'   d  ii|)ii's   (24),    im   a   mic 

l'-i 
rqualioii  coriospoiulaiiti-  uiii(|UL'  oxci-plioiiin'llr. 

De    iiièmo    pour    .\I'v-+-.\  v,  =0    :   011    a    ainsi    deux    ccpialions 
cxceplionnellcs. 

Si  l'une  de  ces  circonstances  se  présente  aux  environs  do  plusieurs 

iMiints  critiques,  ou  aura  des  valeurs  analoirues  -d  — ,  .  . .  .(lui  devront 

être  (■j;ales  chacune  à  l'un  des  raj)porls  — ^    -  •  Kii   tout   cas,  on  aura 

l-*- 1     '  1 

encore  au  plus  di'iiv  iMpialions  cxccplioniiflles.  c.  g.  F.  D. 
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Essai  sur  La  théorie  des   fractions   continues 
Par  m.  AURIC. 


Nous  nous  proposons,  dans  celte  étude,  de  généraliser  la  notion  de 
fraction  continue,  de  manière  à  pouvoir  appliquer  cette  théorie  si 
féconde  aux  nombres  négatifs  et  complexes. 

La  théorie  actuelle  repose  en  elTet  sur  Tégalité  suivante  : 

<7,  =  A,  H î — . 

dans  laquelle  A,-  représente  Vendcr  immédiatenienl  inférwiir  au 
nombre  réel  et  positif  a^;  il  en  résulte  immédiatement  que  celle 
théorie  n'est  pas  applicable  aux  nombres  négatifs  et  complexes. 

Reprenant  un  mode  de  développement  déjà  considéré  par  M.  Min- 
nigerode  dans  une  Note  insérée  en  1 878  dans  les  Nachrichten  de  Gôt- 
tingue  et  par  M.  Hurwitz  dans  les  Acta  malhematica  (T.  XI  et  XII), 
nous  avons  eu  l'idée  de  prendre  pour  A,  non  l'entier  inmiédiatement 
inférieur,  mais  bien  V entier  le  plus  rapproché  du  nombre  quel- 
conque ai\  de  plus,  pour  faire  disparaître  une  ambiguïté  de  signe  qui 
trouble  profondément  la  théorie  actuelle,  nous  avons  considéré  le  reste 
de  la  division  changé  de  signe,  ce  qui  donne  comme  égalité  fonda- 
mentale 

a,=  A,  —  — ' 
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En  parlanl  (lo  cotli^  doliiiilion,  nous  avons  olaborô  iino  lliéorio  dos 
fractions  continues  qui  nous  a  paru  jilus  rationmdlo  ot,  en  tout  cas, 
plus  gcncralc. 

Examinant  on  prouiior  liou  le  cas  dos  nombres  réels,  au  lien  do  nous 
borner  à  létude  exclusive  des  réduites,  nous  avons  considéré  les 
termes  de  celles-ci  comme  des  fonctions  Numériques  servant  à  l'étude 
des  quotients  complots  et  nous  avons  établi  les  formules  générales 
qui  permettent  d'obtenir  un  quotient  complet  en  fonction  de  deux 
quotients  complets  quelconques;  nous  avons  étudié  ensuite  les  va- 
riations de  petitesse  de  ces  quotients  complets  selon  le  rang  qu'ils 
occupent,  et  en  même  temps  les  variations  de  grandeur  des  termes  des 
réduites  ordinaires  :  nous  en  avons  conclu  la  convergence  de  colles-ci. 

Nous  avons  démontré  ensuite  le  tliéorème  de  Lagrango  sur  la  pé- 
riodicité, quant  au  développement  on  fraction  continue,  des  nombres 
quadratiques  du  deuxième  degré.  Cette  théorie  s'applique  presque 
sans  aucun  changement  aux  nombres  négatifs  et  complexes  et  permet, 
par  suite,  de  donner  une  véritable  unité  aux  recherches  mémorables 
de  Dirichlct  et  de  Dedekind. 

Nous  croyons  que  les  résidtats  obtenus  permettront  d'apporter  de 
notables  améliorations  dans  la  résolution  ou,  mieux,  l'exposition  des 
deux  difficiles  problèmes  de  cette  partie  de  la  théorie  des  nombres  : 
nous  voulons  parler  de  la  réduction  des  irrationnelles  racines  d'une 
équation  en  A  de  degré  >  2  et  de  la  recherche  du  nombre  des  classes 
de  nombi'os  fpiadratifjues  de  discriminant  donné. 

Ces  applications  feront  1  objet  d'une  Note  spéciale  ultérieure. 


I.        Formules  générales. 

I.    (^onsidoidus  deux  nombres  réels  quolci)U(|uos.  positifs  ou  néga- 
tifs, (I,.  Oi^i,  tels  (pio 

k'/|>k'/..I- 

Nous  diviserons  «,  pfira,.^,   ol    nous   prendrons  comme   quotient 
approché  l'onlior  "/.,.,  le  plus  rapproché  du  quotient  exact     -^- 
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En  appelant  «,+2  le  reste  de  la  division  changé  de  signe,  on  aura 
rec 

l«,v=l<,^k,-..|. 

Nous  pouvons  de  niènic  diviser  a,^,  par  cf,+2- 
Il  viendra 

'/,  +  ,  =  X/+oa,-+o  —  a;+. 


avec 


«:  +  3|   <,   -    l«,--f-2l   <    7       « 


(+1    p 


et  ainsi  de  suite. 
Pour  kZi,  on  aura 


i^    >a; 


par  suite,  il  est  clair  que,  |  X,u-j+i  |  étant  l'entier  le  plus  rapproché  de 
ce  rapport,  on  aura 

De  plus,  si  I  X,+A^.,  I  =  2,  il  est  évident  que  «,+;t  et  c/,+/+3  seront  de 
signe  contraire. 

Les  nombres  positifs  |  a,^.,  |,  la/^^l,  |  «,+3 1,  •  •  •  décroissent  au  moins 

aussi  vite  que  les  termes  d'une  progression  géométrique  de  raison  -; 

ils  ont  donc  pour  limite  zéro. 
Deux  cas  peuvent  se  présenter  : 

a.  Un  reste  a,,_„^_,  devient  efl'ectivement  nul. 

Dans  ce  cas,  il  est  clair  que  les  nombres  a,  et  a,vi  sont  commen- 
surables  et  ont  comme  plus  grand  commun  diviseur  «,^„,  lequel  se 
trouve  déterminé  suivant  la  méthode  classique  bien  connue. 

b.  Les  restes  ai^„_^,,  a,vn+ji  ■•■  diminuent  indéfiniment  en  valeur 
absolue  sans  jamais  cependant  devenir  nuls;  dans  ce  cas,  or,  et  a,  j,,  sont 
incommensurables;  il  est  clair,  en  ell'et,  qu'ils  ne  peuvent  avoir  de 
diviseur  commun,  si  petit  qu'il  soit,  puisque  ce  diviseur  serait  égale- 
ment commun  à  «,4-„+i,  orz+n+o,  •••,  lesquels,  par  hypothèse,  diminuent 
indéfiniment  en  valeur  absolue. 
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2.  Considérons  les  relations  générales 


(A) 


(>) 


fij        --—  X/^i  «,-^,  —  a,- ^5, 


(B) 


Au  moyen  des  relations  (A),  en  remontant  de  proche  en  proche, 
on  peut  exprimer  o,  sous  la  forme  dune  fonction  linéaire  à  coefficients 
entiers  de  f7,_„  et  (7,_„,.,;  de  même,  au  moyen  des  relations  (B),  en 
descendant  de  proche  en  proche,  on  peut  exprimer  a,  sous  la  forme 
d'une  fonction  linéaire  à  coefficients  entiers  de  «,.;.„  et  a,..„vi;  c'est 
l'étude  de  ces  fondions  et  de  leurs  relations  entre  elles  que  nous 
allons  entreprendre  en  premier  lieu. 

ô.    Posons 

nous  avons,  d'après  (  1  ), 

flj^,,  —  >,-„,^,  «,.„.,  —  a/^n^.,, 
doù,  en  sul)^lilu:ull  dans  (  m  i. 

Mais,  par  définiti(jn. 
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d'où  l'on  lii'c  [)ai'  comparaison  les  relations 

O'       ==       -  P'    . 
l'osons  ck'  même 

Nous  avons,  d'après  (i), 

o,_„+.  =  A,-  .„^i  a,_„_n  —  a,-.  „  ; 
d'où,  en  substituant, 

Mais,  par  définition, 

d'où,  par  comparaison. 


(3') 


relations  qui  sont  identiques  à  (3),  sauf  le  changement  de  signe  de  ii. 
En  remplaçant,  dans  (a),  P^^„  par  sa  valeur  —  Q^^.„_n ,  nous  obte- 
nons la  relation  fondamentale 

(  4  )  cii = a,^„^ ,  q;^„  -  a,v„  q;+„+ , , 

ou,  sous  la  forme  d'un  déterminant, 

(4)  «,=- 

I     «,V«        «.V«-f 

et  cette  relation  subsiste  quel  que  soit  le  signe  de  n. 
4.   Nous  avons,  par  définition. 


doù  Ion  lire 


Il  (Ml  lésullc 

d'où 

(5) 

et,  par  suite, 


p:..-o  =  a,_.p;,  +  qj.„ 
2  =  — I       t't       q;_^  =  a,_,. 


Ce  sont  des  valeurs  particulières  des  syiid)()les   l'  et  ()  (pii  n()u^ 
seront  utiles  dans  la  suite. 

D.   Des  relations  (3)  nous  déduisons  immédiatement 

c'est  une  r<'lalii)n  récurrente  entre  les  syndioles  ()  a\anl  même  indice 
supérieur. 

De  même,  la  rclaliôM  (^i) 


1 


t-hn~hi  ^t+n-*-i  ^^t-^n 


donne  immédiatement,  si  Ton  exprime  a^+n+ii  f^i^n^ii  <^i^-n^^^  fonction 
de  a^  et  m*^,  et  si  l'on  égale  dans  les  deu.v  membres  les  coefficients 
de  a*^,, 

/_\  r\i+ii*i ■)!  /\i+«+i         C\i+'i. 

(  7  )  ^Ja        —  '^i^-n^*  Va        --  Sj*    1 

c'est  uiic  ni)u\<'llc  relation  récuri'cntc  entre  les  symboles  (^)  ayant 
même  indice  inférieur. 

(i.   Les  relations  (G)  et(  7  )  ne  sont  d'ailleurs  cpie  des  cas  particuliers 
d'une  relation  générale  que  nous  allons  établir. 
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La  relation  (4)  donne  immédiatement,  de  la  même  manière  que 
nous  avons  obtenu  la  relation  (7), 

(8)  Qi=Qr^'QL,-QrQL,.,, 

ou,  sous  la  forme  d'un  déterminant, 


(8')  Qi  = 


Pour  h  =  i  +  n  -  i ,  la  relation  (8)  devient 

q;.„-,  =  q;:;;!:ql,-q;:;;-.ql,.,- 

Or,  d'après  (5), 
d'où 

c'est  la  relation  (6). 

De  même,  si  l'on  fait  n  —  —  2  dans  la  relation  (S),  on  a 

Qi=Qr'Q;-.-QrQL- 

Or,  d'après  (5), 

qu  =  Vm     q:_,  =  ., 

d'où 

c'est  la  relation  (n). 

7.   Si  dans  la  relation  (8)  nous  faisons  A  =  /,  il  vient 
o;  =  o  ==  0'*"+'  O'     -  O"'"  0' 
d'où,  en  supposant  Qj''"Q^+"+'  ^  o, 


Cette  relation  montre  que  la  valeur  de  ce  rapport  est  indépendante 
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lie  n  ;  or,  pour  /<  =  —  i ,  on  a 

donc,  ce  rapport  est  égal  à  —  i  et  nous  obtenons  la  formule  fonda- 
mentale de  réciprocité  des  indices 


Si  I  on  avait 
la  rolalion  (8)  donnerait 


QL  =  -Qr"- 

O'^"=o, 


Or,  on  ne  peut  avoir  simultanément 

Qf=o,     Qr"^'  =  o, 

car  la  relation  récurrente  (7)  donnerait,  (juel  que  soit  A, 

q;  =  o, 

ce  qui  est  en  contradiction  avec  la  formule  Q|~'  ^=  —  1  ;  il  faut  donc 
que  Ion  ait 

et  dès  lors,  même  dans  ce  cas,  la  relation  (<))  est  encore  vérifiée. 
S.    La  iclation  (8)  devient,  en  Iriianl  eomple  de  (9), 

('")  Q*=QL.,QL-QLQL.., 

ou,  sous  la  forme  d  un  délermiiiant. 


0*     0* 


(.0')  q;= 

Pour  /i  :—/-(-  I ,  on  aura 

(  )"  '  =  i  ^-  O'     0'*'      -  0'*'  0' 
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(•0 


Si,  dans  le  deuxième  membre  de  la  relation  (10'),  nous  multiplions 
la  première  colonne  par  «,vn-t-i)  la  deuxième  par  —  a,v„,  il  viendra, 
en  ajoutant  et  en  tenant  compte  de  (4), 


ou  bien,  en  changeant  de  signe, 


et  nous  obtiendrons,  par  le  même  procédé  que  celui  employé  pour  les 
relations  (7)  et  (8), 


Q 

-H 

a, 

Q 

il 

(ik 

a 

QL 

(1) 

Ql 

,, 

(.3) 


O^*"  O* 


Qv   Q*. 

Telle  est  la  relation  générale  qui  résume  toutes  les  précédentes. 

9.   Considérons  les  deux  nombres  réels  o„  et  a,  avec  |  a  J  >  |  a,  |  et 
effectuons  les  opérations  indiquées  au  n°  1 . 

Si,  dans  les  divisions  successives,  a„^,  est  le  premier  reste  nul,  on 
aura  les  relations 

a„  =      A,  fl,      —  a.,. 


a, 


kut,      -  fl,„ 


d'où  Ton  tire 


a„_2  =  A„_,  a„_| 
a„_i  =  A„a„, 


X„-,-^- 
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L'expression  ainsi  obtenue  s'appelle  une  fraction  continue,  dont 
X,,  Aj,  .  .  .,  X„_,,  X„  sont  les  coefficients  ou  quotients  incomplets,  et 
nous  écrirons 

"^^=^{\„\,.  ...,  V.,  A„). 

La  relation  (^4)  nous  donne 

«'«  =  «iQn  —  «oQ"; 
(1  "autre  part,  puisque  «„^,  =  o,  il  vient 

don,  en  divisant  membre  à  membre, 

^'^^         ;;-;=§p=(>.,x..  ...,A„_.,x„). 

En  substituant  flo  pI  «1  dans  la  relation  qui  précède  et  en  divisant 
par  a„7^  o,  il  vient 


relation  identique  à  la  formule  (11)  et  qui  [)rouvc  (jue  les  fractions 
!^'^.,  >  -^Y^  sont  irréductibles. 

10.   Considérons  les  relations 


Qr'  =  ^«  q:  -Qr, 
q:  =v,Qr-Qr, 


ou  (Ml  (léduil 


Qf,   =x,q;,-q»  =  x,q;,  =  x,; 


Qï  ~^'' 


X„-,  - 


x„-,-. 


^'~xv 
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c'est-à-dire 

(•5)  ^  =  {\n\-n--.,''h,\). 

La  suite  des  X  est  la  même  que  dans  la  formule  (i4),  mais  elle  est 
écrite  dans  un  ordre  inverse. 

11.   Posons 

a  =  (X,,X, X;,_,,X„,  w). 

Il  est  clair  que  Ton  aura  également 

—  i2  =  (  -  X,,  -  X, -  X„_,,  -  X„,  -  w), 

-  i  =  ("'  ''m.  '^-2,  ■■■,  Vm >■„,  w)- 

Si  k  est  un  nombre  entier  quelconque,  positif  ou  négatif,  on  aura 
évidemment 

A±£i  =  (/f±X,,±X„±X3,  ....i-X„_,,±X„,  ztco), 

^/.■,  a)  =  (a-  -  i)  =  (A-,  X,,  X,,  . . . ,  X„_,,  X„,  co). 

Dès  lors,  on  déduira  successivement 

(o,  —  X,  -f-  Q)  :^  (X.,  Xg.  .  .  .,  X„_.,,  X„.  o/), 

(o,  -  X„,  -  X,  -H  O)  ^  (X3,  X,,  .  .  . ,  X„_,,  X„,  (o), 

(o,  —X,,  —  Xo,  -  X, -h£2)  ==  (X,,  X5.  .  .  .,  X„_,,  X,„  M), 

et,  par  suite, 

CO  =  (o,    —  X„,    —  X„_, —  X3,    —  X2,    —  X,  -r-   0), 

c'est-à-dire 

[i  ^(X„,  X„_ ,X.,,  X. -Û), 

(   -  ^  (^«)  ^«-u  •  •  -,  X2,  X,,  -j- 
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Nous  reirouvorons  plus  loin  celte  relation  symbolique  qui  constitue 
un  thr-orèine  iniporlanl  sur  la  réversihililt'  rli's  fjuoti<Mits  complets. 

12.  Supposons  que  l'on  nous  demande  la  résolution  en  nombres 
entiers  de  l'équation  indéterminée 

Il  est  clair,  d'après  ce  qui  précède,  que  la  solution  générale  sera 
donnée  par  les  formules 

I  \  =  MQ:  +  Nr);'-. 

(17) 

^  '^  I  Y  =  MQ';-hNQ';*'. 

Nous  croyons  inutile  de  donner  des  applications  de  ces  formules 
classiques. 

13.  Admettons  maintenant  que  «„  cl  a,  soient  incommensurables; 
dans  ce  cas,  a„  diminue  indéfiniment  en  valeur  absolue  sans  jamais 
devenir  nul. 

Nous  avons  la  relation 

a,=  a„q'r  -   «„mQ;;  =  n.,a,„_,  (^  -  ^), 
d'où  l'on  déduit  successivement 

or  _  ^  ^     ". 


91  -  9ï  =  ^o 

d'où,  en  adrlilioniianl, 


0»  '             /        '                  '                            '              '    \ 
iS—  =  a. h  — ■ h  ...  H 1 • 
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Dans  la  parenllièse,   le   quotient   d'un   terme    — - —  par  le   sui- 
est  égal  a ; 


vant  ^  est  égal  à  ^-:^;  or,  nous  avons 


a,.     ~     *  a,,   ' 

soient 

Nous  aurons 

I  «/.■+!  I  ~  AM  " 
Ce  rapport  diminue  quand  M  s'éloigne  de  A,  c'est-à-dire  quand  AM 


0  A         M  • 

croît  en  valeur  absolue.  Or,  le  maximum  de  AM  est  -.  et  comme, 

d'autre  part, 

|X,|  =  OA>2, 

il  viendra 


ak-\ 


>  -^^  >  5. 


Dès  lors,  la  parenthèse  ci-dessus  aura  un  module  inférieur  à 


I  > 


'       5 
Pour  la  même  raison,  cette  parenthèse  aura  un  module  supérieur  à 

I      I      I       51       I      I  _  I  _Lh|  __!_  I       ^  I  _!_|(, 

|rt„a„4.,  I  4|«n-l««l  I  «n  I  H  <''«^l  I  4  I  ««-1  I  i 

et  comme 
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ce  module  sera  linalement  supérieur  à 


4  I  a^On^t  \ 
Eu  rcsuuié,  on  aura 

3|  _•    I  ^  I  Qr'  I  ^  5 1    . 


d  où  la  relation  fondamentale 

(i«)  7|cr„l<l««Qr'l<4l««l- 

Nous  avons 

!««^2|<3|a«|, 

d  où,  en  multipliant  membre  à  membre  avec  (i8), 

('9)  i«„^.q;; 'i<Ti"o|. 

De  même, 

|a„,,|<^|a„|, 

d'où,  en  multipliant  membre  à  membre  avec  (i8), 


(20)  |««^iQ""l<  §l«o 

Si  l'on  avait 

l«/.-H,|<4l««|, 
on  en  tirerait 


(21)  [««..QT'Kxl^-l' 


mais  comme 


«n^2  I  <  =  I  ««  1  L'I  «,.-^.    <  ^  I  o„   ,  i , 
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si  ron  a 


on  aura  sûrement 

Par  suite,  si 
on  aura  sûrement 


v/5 


<^l«„+,  I  et  |aj<^|a„_, 


««^.Qr'i>^i«oi. 


l««..Qri<^l«ol  et         |a„Q«|<V^Ia„l. 

Enfin,  des  relations  ci-dessus, 

|«„Qr'!>Jl«o|,  \a„q':\<ï\o„\,         |a„Qr'l<^i«o|, 

on  tire,  en  divisant  membre  à  membre, 

ce  qui  montre  que  Q"  augmente  indéfiniment  avec  n. 
14.  Considérons  maintenant  la  relation 

a„  =  a,  Q"  —  floQ'? 
d'où 

Qï  _  IL»  =  ^  _    «/. 

On  aura,  d'après  (20), 

(23)  ,A„|   =   |^^^|   =   j--^,|<-j_|. 

Or,  a„  décroît  au  moins  aussi  vite  que  les  termes  d'une  progression 
géométrique  de  raison  -;  il  en  résulte  que  la  différence  \A„\  décroît 
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au  moins  aussi  vito  que  les  termes  dune  progfression  géométrique  de 
raison  7;  par  suite,  1  A,  |  a  pour  limite  zéro  lorsque  n  augmente  indéfi- 
niment et  >"  a  pour  limite  ^'':  c'est  la  généralisation  delà  formule  ("i  4). 
Nous  avons  trouvé 


d'où 

or,  d'après  (18)  et  (19), 

l«.Qri>7!«.l,  \a„^,Q:\\<{\a,\, 

d'où 

(24)  lx^l>3; 


u+l 


c'est  là  une  propriété  caractéristique  de  Tapproximation  obtenue  avec 
les  fractions  successives  fzï,  >  ^ïïtï  ' 

VI      Vi 

13.  Une  autre  propriété  de  ces  fractions,  qui  leur  a  fait  donner  le 

nom  de  réduites,  est  la  suivante  :  Si  une  fraction  irréductible  à  coeffi- 

A  , 

cients  entiers  tt  est  telle  que  1  on  ait 

I  A  _  rto  I  _^  I  Q^  _  « 0 1 

on  ne  peut  pas  avoir 

ibi<iq:i. 

En  effet,  admettons  que  les  inégalités  ci-dessus  aient  lieu,  il  viendra 
d'où,  en  chassant  les  dénominateurs  et  d'après  (20), 
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Or,  le  premier  membre,  qui  est  un  nombre  entier,  ne  peut  être  égal 
à  zéro,  car  on  en  tirerait 

B  -  Qf 

ce  qui  est  contraire  à  riiypothèse. 

Je  dis  également  que  Ton  ne  peut  avoir 

aq';-bq;'  =  z      (e  =  ±i). 

On  en  déduirait,  d'après  (17), 

a  =  £q;p'4-aq;',       b==£Q;'-'  +  a-Q';, 

d'où 

A  _  £^  -Qo~'  -+-  ^Q"         "u  ta„-,-hka„ 


Or,  si  l'on  veut  que   |B|<|Q','|,  il  faut  nécessairement  prendre, 
soit  A"^  o,  soit  k  =  i'  (î'^  ±  i). 
Dans  le  premier  cas,  on  a 


A        «„  I 

B  ~  ^,  I  ~  I   B«i   )  -^  IrtiQ'/ 


-^  L,  n«    -^    n« 


Dans  le  second  cas  il  vient,  en  tenant  compte  de  |  a„_,  |  >  lî  j  a„|, 

|b     a, I  ""  I      Brt,      I     l^ïToTr  1^  ~"  ^r 

ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse.  La  proposition  annoncée  est  donc 
démontrée. 

16.   Considérons  les  relations 

a,  =  a„Q"^'  —  a„^,  Q';, 
d'où,  en  divisant, 

(25)  g2  =  "'■+■  ^^ I!, 
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11  en  résulte  que  la  condition  nécessaire  pour  que  la  réduction  en 

fraction  continue  de  —  donne  — ~  parmi  les  quotients  complets  est 

que  la  relation  (25)ait  lieu.  Dans  celte  formule,  Q"*',  Q"*'  peuvent 
être  pris  arbitrairement  :  Q^',  Q"  s'en  déduisent  immédiatement  par  la 

Ql  +  I 

réduction  en  fraction  continue  de  Tprrf 

Celle  condition  est  également  suffisante,  car  si  nous  avons 


d'où 


ç^  =  (X,,  Aj, 'X„_,,>.„), 

^-?  —  (k      /  A       ~^ 


on  aura  évidemment,  si  (aS)  a  lieu, 
La  relation  (25)  s'écrit  également 


"o 

d'où  Ton  tirera,  par  le  même  procédé  que  ci-dessus. 


relation  identique  à  la  formule  (iC)). 

La  formule  (  2")  )  est  susccplil)lc  de  généralisation,  car,  d'après  (12), 
on  a 

d'où,  en  divisant  membre  à  membre, 

îlin*    -o' „ 


«/+»!        «/  n* 


est  égal  à 


THÉORIE    DES     FRACTIONS    CONTINUES.  4^5 

Rappelons  que  le  déterminant 

QiQ;:: 

et  ne  devient  égal  à  ±:  i  que  si  l'on  a  à  la  fois 

j  =  /»•  ±  I ,  m  =  Il  ±  I , 

c'est-à-dire  dans  le  cas  que  nous  avons  examiné  précédemment. 

Nous  dirons  avec  Dedekind  {Journal  de  Crelle,  t.  83,  1877)  que, 
si  l'on  a 

X,,  X,,  . . .,  X„_,,  X„,  -5 


— —  et  —  sont  énuwalenls. 
««4-1       «1  ^ 

Nous  allons  rechercher  la  condition  pour  que  deux  nombres  -^, 

b„,       .        ,      .  ,  a  ""^' 

T-^  soient  équivalents  à —;  auquel  cas,  par  définition,   nous  dirons 

qu'ils  sont  équivalents  entre  eux. 
Nous  avons 

""  0''+'  —  0"         ^"'   P"'+'  _  p'» 

"0  "n+1  "m  +  1 


rt+1  tJ,„., 


d'où 


6„,      Tr 

QT' 

Q... 

Q..: 

b,n^,    ?;'-' 

p;'-'    ■ 

P'o" 

p,« 

h,n          QS 

Q« 

Q'o' 

Q'/ 

*™  +  .       P^" 

'  pr* 

Po" 

p;" 

et  nous  avons,  d'après  une  propriété  connue  des  déterminants, 
BC-AD=    ^"     ^"       X 

I  Q';    QT' 

c'est  là  une  condition  nécessaire;  je  dis  qu'elle  est  suffisante. 


P'"     P"'+' 
0         0 

F'"     PT' 


I  ; 
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l'iii  ellet,  A  ol  C  étant  piTmiers  entre  eux,  nous  pouvons  poser 

d"où,  d'après  (17), 

B  =  K*  -r-  jxR*"' ,         D  =  R*^  u R*-  ' , 
d'où  il  vient 

'""    ^^'"  -  '^'  -  '^^'"    ^'^  (è;  ~  '')  ~  ^' ' 

d  où  Ion  déduit  que  — —  est  équivalent  à  -r~^ ix  et  par  conséquent 

•    .        I>n, 

aussi  a  ^ 

II.  —  Théorème  de  Lagrange. 

17.   Considérons  une  équation  du  second  degré  à  coefficients  entiers 
et  à  racines  réelles 

Aa;-'-f-Bx  + C  =  o         avec         B^-4AC  =  i>o. 

Soit  ar'  =  —  une  des  deux  racines  que  nous  supposerons  avoir  un  mo- 
dule >i;  si  aucune  des  deux  racines  ne  remplissait  cette  condition, 
nous  considérerions  l'équation  aux  inverses.   Nous  allons  réduire  en 

fraction  continue  cette  racine    °;  nous  avons  tout  d'abord 

AcriJ -t-  Ba„f/,  -f-  Cà\  =  o. 
D'ailleurs, 

Kn  substituant,  nous  obtenons  une  é(]uation  de  la  forme 
Lai  -+-  'S\a„a„^,  -i-  NoL.  =  " 
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avec 

j  L  =  A(Qr')=  +  BQr  Q';-  +  C(Q';-)^ 

(26)    M  =  -2AQrQ;'-B(QrQ';+Qr'Q;')— ^cQr'Q:, 

Un  calcul  élémentaire  montre  que  l'on  a 

(26')  M=-4LN  =  13^-4AC  =  A, 

car  il  suffit  de  tenir  compte  de  la  relation  (11), 

i  =  Q'o'Qr'-Qr'Q:- 

D'autre  part,  si  nous  exprimons  a,,,  a,,^,  en  fonction  de  a„,  a,  au  moyen 
des  formules 

««  =  «.  Qo  -  On Q",  ««+,  =  a,  Q7'  -  a„  Q;"^'  , 

il  vient,  en  identifiant, 

/  A  =  L(Q«)^+  MQ';Q«"'  +  N(Qr')% 
(26")       B  =  -  2LQ:Q:-  M(Q:Qr'  +  Q-'Q")  ^.  aNQr'Qr', 
'  G  =  L(Q;')^  +  MQ;'Qr' +  N(Qr )^ 

d'où  il  résulte  que  si  A,  B,  C  ont  un  diviseur  commun,  il  en  sera  de 
même  de  L,  M,  N,  et  réciproquement.  Nous  supposerons  tout  d'abord 
que  A,  B,  C  sont  premiers  entre  eux. 

Dans  (26)  nous  allons  remplacer  Q"^'  et  Q"  par  leur  valeur 

il  viendra 

L  =  A{C)'ry-  +  BQr'  ("'^""^~^""')  +  c  (^^-Qr^-^j 

-^(2Ca.-HBa„)a„,,  +  c(^)^ 
"0  \  "0  / 
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Or  nous  avons 

Aa^ -i- Ba(,a, -f- CaJ  =  o; 
d'où 

4ACa^  -f-  4BCa„«,  +  iCjn;  =  o, 

.(oCa,4-Ba„)=  =  (B»-  ^AC)al  =  àal, 
par  suite 

iCa,  -h  Bflj,  =  a„  v^^- 
En  substituant,  il  vient 

D'après  (20),  nous  avons 

i««+,Qr'i<s'«»i^ 

crautrc  part,  !  ""ti    diminue  au  delà  de  toute  limite,  c'est-à-dire  que, 

i   "0    I 
à  condition  de  prendre  n  assez  grand,  nous  pouvons  supposer 

|c("-^y:<'. 

£  étant  une  quantité  finie  donnée  a  priori  cl  aussi  petite  qu'on  voudra. 
Dans  ces  conditions  on  aura 

(27)  |L|<^VÂ- 

Il  en  sera  «le  même  pour  |  N  |,  car,  dans  le  calcul  (jui  précède,  il  suf- 
fira de  changer  «  -+- 1  en  /i;  de  plus,  la  formule  (21)  prouve  que  l'un  au 
moins  de  ces  deux  coefficients,  L  ou  N,  est  plus  petit  en  valeur  absolue 

que  Y  (.27)- 

En  ce  qui  concerne  M,  nous  avons  : 

M  ^  -  .A  Qr  q:  -  B  [Q'r  (^^^^^)  -^  Që  (^^^^^^e^^^VJ 

=  -  ^91Ê^  (Aal  +  Br/,. r/, -(-  Co?) 
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En  réduisant  comme  précédemment 

M  =  ^  {a„  Qr  '  +  a„,,  Q::)  -  oC  "^î^. 

"il  cf- 

Le    dernier   terme   diminue  au  delà  de   toute    limite;    d'ailleurs, 
(Taprès  (i8)  et(r9)  on  a 

^l««l<!^.Qr'l<j!^i,N      i««..q:i<^i«o|, 

d'où  l'on  tire 

(^«)  ^<iM|<^/.. 

Les  valeurs  absolues  des  coefficients  L,  M,  N  étant  limitées,  il  est 
clair  que,  au  bout  d'un  nombre  fini  d'opérations,  on  retombera  soit 
sur  l'équation  qui  a  servi  de  point  de  départ,  soit  sur  une  équation  . 
déjà  considérée;  dans  tous  les  cas,  la  suite  des  équations  sera  pério- 
dique :  simple  dans  le  premier  cas,  mixte  dans  le  second.  Par  suite,  le 
développement  en  fraction  continue  de  —  sera  également  périodique, 
simple  ou  mixte,  suivant  le  cas. 

En  effet,  admettons  que  la  période  ait  m  termes  et  soit 

A,-.^,  x-  -+-  BjX  4-  A,-  =  o 
une  des  n/  équations  périodiques  dans  laquelle  nous  avons  fait 

X  =  — —• 
Nous  avons,  d'après  les  relations  obtenues  ci-dessus, 
A,-^,  =]im  -  ^r/„^,  Q«-^ 

B,  =  lim^^(a„Qr'+a_Q;'), 
A,  =  lim-^^a„Q;'; 
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par  suilo.  l'ôcpiation  ci-dessus  devient 

-  ^^  I  f'n^,  Q"r  ^'  -  (««  Q'r  +  o„^,  Q;')  .r  -  a,  Q:  I  =  o, 

dans  laquelle  il  faut  faire  croître  n  indéfiniment. 
En  résolvant,  on  trouve  deux  racines  :  Tune 

l'autre 

(O.   =  lim  rrirrr- 
*  QS 

La  première  a  un  module  supérieur  à  2;  la  seconde,  d'après  (22),  a  un 
module  inférieur  à  jt-  Si  donc  ces  équations  se  reproduisent  périodi- 
quement, il  en  est  de  même  des  racines  qui,  limitées  en  valeur  absolue, 
ne  peuvent  s'échanger  entre  elles. 

En  d'autres  termes,  la  suite  des  — —  est  périodique  :  simple  si  Ton 

retombe  sur  —,  mixte  si  l'on  retombe  sur  — '-  ('  ^  o  ). 
a,  «i+i 

Le  théorème  de  Lagrange  est  ainsi  démontré  et  précisé,  car  nous 

avons  déterminé,  en  dehors  de  toute  hypothèse,  les  limites  que  ne 

peuvent  dépasser  les  modules  des  coefficients  L.  M,  N. 

18.   Considérons  l'équation  périodique  ci-dessus 
A,vi  X-  -+-  B,  j;  -I-  A,-  =  o. 

Nous  dirons  que  le  premier  membre  de  cette  équation  est  une  forme 
réduite  et   que  la  racine   co,  =  — '-  de  module  >>  2  est   un    nombre 

réduit. 

Nous  obtenons  ainsi  tout  dahord  ni  formes  réduites  et  /;;  nombres 
réduits  équivalents  au  sens  de  Dedekind. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  précédemment,  on  aura 
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par  suite,  il  viendra 


^^ 


et  le  nombre  X  est  visiblement  indépendant  de  i.  Or  nous  avons 

n         ri  r\i+km+i  f\i+/im 

"(■       —  "i+ÂvnVî  "i+Am-f-t  V,-         ) 

"(4-1  —  "i+A/n  V,+  ,  —  '*,_|.A„j+,  l^,^,      . 

Par  suite,  en  divisant, 

«'+.  ~  "^^  ~  '-.+a.,q;:'î"'"'-qsî"'  ~  .o,Qj:f'-'-Q;:r'  ' 

d'où  l'équation  du  second  degré  à  laquelle  satisfait  co,, 

(29)      Q^:r"^'o.;  -  (q:::"'+ Qr*"-')a>,+ q;-^'"=.  o. 

En  ne  prenant  qu'une  période  (k  =  t),  si  nous  posons 

f)'+m+l    =  (^O   ^2'    •  •  -,   Xn), 
<i+ 1 

il  viendra,  d'après  (aS'), 

0),=  (X|,  À,,  .  . .,  X„,,  co,). 

L'équation  ci-dessus  a  une  seconde  racine  w]  de  module  <  ^,  et 
comme  on  peut  écrire 

—  —  '^:  ^'        ^'"" 

on  aura,  d'après  (sS"), 

Nous  obtenons  ainsi  le  développement  en  fraction  continue  de  co,  et 
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(le  coj  ;  toutefois,  il  y  a  lieu  de  remarcjuer  (|iio  rc  dernier  dévelop- 
pement peut  n'avoir  qu'une  signification  fonmllr. 
Nous  avons  vu,  en  effet,  que  si 

«y-,  etûty^,  sont  de  signe  contraire,  et  comme  X^^^,  est  l'entier  le  plus 
rapproché  do — '—^  il  sera  évidemment  d'un  signe  contraire  ;i  A^,  qui 

est  l'entier  le  plus  rapproché  de  ^^^  • 

Dès  lors,  si,  dans  le  développement  de  o),,  Ay_,  nest  pas  d'un  signe 
contraire  à  X^, 

il  en  résultera  que  le  développement  de  —  obtenu  par  le  renversement 
de  la  période,  quoique  exact,  différera  de  celui  auquel  on  serait  con- 
duit par  la  réduction  directe  en  fraction  continue  de  -;  • 

Dans  tous  les  cas,  la  réduction  de  la  racine  conjuguée  donnera 
naissance  à  m  nouveaux  nombres  réduits  (pii,  en  général,  différeront 
des  précédents;  au  contraire,  ces  nombres  réduits  correspondront  en 
général  à  des  formes  réduites  déjà  envisagées,  sauf  le  changement 

de  X'  en  —  • 
.<■ 

Enfin,  en  changeant  de  signe  w,  et  —  on  obtiendra  des  formules  ré- 
duites qui  ne  différeront  des  précédentes  que  par  le  changement  de 
signe  de  B,  et  im  nouveaux  nombres  réduits  dont  le  développement 
différera  en  ^'■e'nera/ des  précédents;  on  aura  ainsi  '\ni  nombres  réduits 
qu'on  peut  considérer  comme  dérivés  du  nombre  réduit  dont  on  csl 
parti;  nous  verrons  {)lus  loin  dans  quels  cas  ce  nombre  se  ramène  à  uni 
ou  a  m. 

lî).   Keprenons  l'équation  réduite 

A,+  ,  x^  +  BjX  -f-  A,  =  o, 
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qui  se  transforme  en  (2g), 

q;:*""'  <^i  -  (Q':';"'+ Q  ■"*'""' )w/+  Qr'"'  =  o. 

Par  hypothèse,  les  coefficients  de  Téquation  réduite  n'ont  pas  de 
diviseur  commun;  on  aura  donc,  en  identifiant  et  en  appelant  «^.  le 
diviseur  commun  des  coefficients  de  (29), 

Qïîf'"^'  _  —  (Ql>^'"'-"'  +  Q;>f")  _  Qi>^'"  _ 

~^;^  ~  ïïT'         ~  "AT  -  "*' 

d'où,  en  posant 
il  vient 


et,  en  substituant  dans 

on  aura 
ou 

(3o)  tl-^ui  =  [^. 

Nous  obtenons  ainsi  une  solution  de  l'équation 
(3o')  i^-AM=  =  4, 

connue  sous  le  nom  adéquation  de  Pell. 

Pour  interpréter  cette  solution,  rappelons  la  relation  du  numéro 
précédent  : 

Nous  aurons 

n      ,      0'>*"'+' n-     ,  O'+km  „  (-)i+/.m+i r\Ukm 
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d'où 

et  en  oliminant  il  vinit 
ou 

(A*)^-a*+i  =  o, 

et,  par  suite, 

(3i)  \''^  f<.±v/<|.  — 4  _  </:±»<v/Â. 

2  2 

Nous  obtenons  ainsi  des  solutions  qui  sont  toutes  des  puissances  posi- 
tives ou  négatives  de  l'une  d'entre  elles.  On  démontrerait  d'ailleurs 
aisément  que  l'équation  (3o)  ne  comporte  pas  d'autre  solution  en 
dehors  de  celles  que  nous  venons  de  définir  {voir  Weber,  Algèbre 
supérieure,  t.  I,  p.  ~\']o). 

20.  Examinons  maintenant  le  cas  où  une  racine  t»,  est  équivalente 
à  — r>  partant  à  —  co| .  Puisque 

(o,  =  (X,,X,,  ....  A,„_,,X„,,w,), 

17  =  Y^mi "A,,,-,,  •  • ..  'Aj,  A,,  -^y 

il  faut  pour  cela  que  la  suite  indéfinie 

•••5    "A„_,,  >.„,,   A,,  Xj,     ...,    "A„,_,,  A,„,  A,,  X^,     ...,    X,„_,,  À„,,   A,,  Aj,     ... 

soit  réversible,  c'est-à-dire  symétriijuc  par  rapport  à  un  terme  ou  à 
l'intervalle  compris  entre  deux  termes  consécutifs  : 

1°  Dans  le  premier  cas  on  aura,  en  appelant  Xy  le  terme  jiar  rapport 
auquel  la  suite  indéfinie  est  symétrique, 

Ay-,     =    Xy^,  ,  Xy_j    =    Xy^j,  
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On  aura  donc 

"y  =  (^yi  h+iy  ^y+2»  •  •  •'  ^y-2>  '^y-i  ^j), 

d'où 

~  („^._X^.  ==  (^y+"  ^y-2'  •  •  •'  h-2^  h-<^  f^y); 
or,  on  a 

:;j  =  (  V*'  Va»  •••'  Va,  V"  ^>  ^j' 
d'où,  en  tenant  compte  des  égalités  ci-dessus, 

T  I  ,  ^ 

et  (xi  :  -h  co.  =  A,. 


Wy  —  Xy 


La  somme  du  nombre  réduit  et  de  son  conjugué  est  égale  à  un 
nombre  entier  A^;  en  d'autres  termes,  dans  la  forme  réduite  corres- 
pondante 

Aj^,X-  -H  BjX  -+-  Ay  =  o, 

on  a 

(32)  Bj  =  \jAj^,. 

2"  Dans  le  second  cas,  on  aura 

Xy   =   X;_,,  "Ay^,    =Xy_o,  ■X,  +  2    ^Xy.,,  ..., 

par  suite, 
et 

d'où  l'on  tire 

Il  existe  donc  un  nombre  réduit  tel  que  le  produit  de  ce  nombre 
par  le  conjugué  donne  l'unité;  en  d'autres  termes,  si  l'on  considère  la 
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forme  réduite  correspondante 


Aj_^,  X-  -+-  Bj  X  -h  Ay  —  o, 


(33)  A,..  =  A,. 

21.  Les  nombres  réduits  satisfaisant  aux  conditions  cjui  précèdent 
ont  reçu  les  dénominations  à'anœps  (Gauss),  d'anihis^it':  (Oiricldet) 
et  de  hilalères  (Dedekind  V 

Dans  le  premier  cas,  nous  avons 

Ay+i  .X-  -+-  'kjAj^,  X  +  Ay  =  O, 

d'où 

et  nous  voyons  que  x  est  éf|uivalcnl  à  une  fraction  de  y'A;  nous  dirons 
plus  simplement  que  le  nombre  réduit  considéré  est  nue  ftciclion. 
Dans  le  second  cas,  nous  avons 

A  ,■  x-  -+-  B ,■  X  H-  A ,•  =  o, 

et  nous  dirons  que  j;  est  xinc  psnudo-unlté.  Nous  avons  vu,  en  effet, 
plus  haut,  que  pour  A,  —  i  on  obtient  une  équation 

X^  —  BjX  +  I  =  o 

,         ,          ,     .        /<•  ±  in  v'a  ,  •  1 .    . 

dont    la    solution   —^-  peut  être  considérée   commi'   une   iinitr 

apparlenani  à  u,^  \1  (iwir  Webek,  p.  /jGf))- 

Les  fractions  et  les  pseudo-unités  étant  ainsi  déiiuies,  ou  voit  (|ue  si 
le  nombre  des  termes  de  la  période  du  développement  de  co,  est  impair 
on  aura  certainement  j)armi  les  nond>res  réduits  une  iraction  et  une 
pseudo-unité;  si,  au  contraire,  le  iiomlxi'  des  ti'rmes  est  pair,  on 
pourra  avoir  parmi  les  nombi-es  réduits  soil  deux  fractions,  soit  deux 
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pseudo-unités;  toutefois,  si  la  période  a  deux  termes,  on  aura  nécessai- 
rement deux  fractions  ('). 

Si  la  période  n'a  qu'un  terme,  on  aura  Vanité  comme  seul  nombre 

réduit  (U=^^^ii^^ 


22.   Examinons  le  cas  où  to,-  est  équivalent  à.  —  —.,  partant  à  w[ . 
Dans  ce  cas,  la  suite  indéfinie 

••■)         Am_,,  X,„,    A,,    ^2,         ...,        X,„_,,    A,„,   X,,   Xo,         ... 

devra  être  telle  que  Ton  ait 

^y  =  -  V.  '       h^i  =  -  h'> ,       h^,  =  -  V3> 

Le  premier  cas  du  numéro  précédent  ne  peut  se  présenter,  car  on 
devrait  avoir  Xj  =  o,  ce  qui  est  contraire  à  la  condition  [  Xy  |>  2. 
On  aura  donc 

et 

d'où  l'on  tire 

I  , 

w,  = r         et         oj/co,  =  —  I . 

La  forme  réduite  correspondante  sera 

(34)  Ajx'  4-  Bjx  -  Aj  =  o. 

Nous  appellerons  pseudo-unité  négative  le  nombre  réduit  ainsi 
obtenu  et  nous  ferons  simplement  remarquer  que  la  période  du  déve- 

(')   En  réalité,  le  cas  de  m  =  2  est  un  cas  exceptionnel,  car  on  a  en  outre 


et,  comme  forme  réduite  correspondante, 

A  .1- —  AB  .i -1- B  =  o. 
Journ.  de  Math.  (j«  série),  tome  VUI.  —  I''asc.  IV,  1902.  54 
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loppcmonl  (jiii  lui  correspond  comprend  nécessairement  un  nombre 
pair  de  termes. 

23.    Examinons  enfin  le  cas  où  eu,  est  équivalent  à  —  w,. 

Dans  ce  cas,  il  faut  nécessairement  que  la  période  se  compose  de 
deux  demi-périodes  telles  que  la  seconde  soit  identique  à  la  première 
changée  de  signe 

(X,,      Aj,      .    .    .,     X^,    X^^i,    Xa+2,      ....      Ajyl) 

avec 

X,    ^  —  X;^^.,,  X2:=  —  X;t+o,  ..-,  ^k  ^=   ~   ^îh- 

On  a  alors  évidemment 

et  il  vieil! 

W,  —  _  u,.Qj«ï«+n*+i  _  Q{+',*«+' '* ' 
d'où 

et,  eu  identifiant  avec 

A,v, to'-  +  B,ct),-i-  A,  —  o, 
on  aura 

()i>;in+n*f  1  i)i'+(J«  +  l)<- Qi>(îH  +  l)*+i  ' Qi>(i'i+li* 

d'où,  en  posant 
il  vient 

/-\i+ 2H+n*+l  A  ,,  (-\^■Jll^l\ll      _    ^in+l  +  P|"»in-I 

V/+I  —    -^iVl  "2/n-i>  Vin  —  ^  ' 

Ql*!J/J<-n  A     ,,  /w  +  ,jh.iAh  <tn4^l—  R/'<«n-H 
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et,  en  éliminant,  en  tenant  compte  de  (t  i), 

-  4  A, A,^,  ul,^,  -  (  4^,  -  B;  m;„^,  )  =  4 
ou 

(35)  C-^"L..  =  -4. 

Nous  obtenons  ainsi  une  solution  de  Téquation 

(35')  <^-Am-  =  -4 

comparable  à  l'équation  de  Pell;  nous  saurons  la  résoudre  toutes  les 
fois  que  le  développement  de  l'irrationnelle  considérée  remplira  les 
conditions  énumérées  précédemment. 

Nous  dirons  dans  ce  cas  qu'il  existe  une  racine  de  l'unilê  apparte- 
nant à  u,^\|^\  le  carré  d'une  solution-unité  de  l'équation  (35')  est,  en 
effet,  une  solution-unité  de  l'équation  (3o');  c'est  là  l'explication  de 
cette  dénomination. 

24.  Il  pourra  arriver  en  dernier  lieu  que  deux  des  hypothèses  que 
nous  venons  d'examiner  soient  simultanément  réalisées,  c'est-à-dire 
que  chacune  des  demi-périodes  du  numéro  précédent  donne  lieu  à 
une  suite  réversible. 

Dans  ce  cas,  le  nombre  des  nombres  réduits  dérivés  de  w,  sera  évi- 
demment ramené  à  m. 

En  résumé,  d'après  les  formules  (27) et  (28),  le  nombre  des  formes 
réduites  est  limité;  il  en  résulte  qu'il  en  sera  de  même  des  nombres 
réduits. 

Dans  certains  cas,  quelques-uns  de  ces  nombres  jouiront  de  pro- 
priétés particuhères  et  seront  équivalents  soit  à  leurs  conjugués,  soit  à 
leurs  conjugués  changés  de  signe,  soit  enfin  à  eux-mêmes  changés  de 
signe.  Ces  nombres  réduits  spéciaux  définiront  en  somme  des  classes 
de  nombres  réduits  équivalents  dont  l'étude  se  rattache  directement 
aux  recherches  mémorables  de  Dirichlet. 

« 
23.   Etant  donnée  une  irrationnelle  quadratique  quelconque,  nous 

la  réduirons  en  fraction  continue  et  nous  saurons  déterminer  facilement 

les  [\m  nombres  réduits  qui  en  dérivent. 
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Nous  saurons  donc  trouver  de  cette  manière  si  deux  irrationnelles 
données  sont  équivalentes  à  un  même  nombre  létluil  cl,  i)arlant,  équi- 
valenles  entre  elles. 

Nous  saurons  enfin,  et  c'est  le  problème  général  cjue  nous  avions  en 
vue,  passer  de  lune  à  l'autre  de  ces  irrationnelles  équivalentes  par  une 

substitution  de  la  forme 

A;  — B 
C;  — D' 

à  coefficients  entiers  avec  RC  —  AD  =  i,  autrement  dit  par  une  sub- 
stitution niodulairr. 

Nous  avons  en  ellet,   si   ii  et  Q'   sont   équivalents  à   un   nombre 

réduit  co, 

_  Acu  — B 


■M  a'  -  iN 
Pu— Q" 


Ces  trois  formules  résolvent  entièrement  la  cpiestion. 
Pour  les  applications  luimériques,  nous  renvoyons  aux  Traités  clas- 
siques. 

III.  —   Application  aux  nombres  complexes. 

2fi.  Considérons  deux  nombres  complexes  quelconques  r/,,  i^/,^,  avec 

«.■|>|«,v,  1- 
En  divisant  a,  par  a,,,,,  nous  pouvons  prendre  comme  quotient 

approché  Tcntier  imaginaire  X,^^.,  le  plus  voisin  du  quotient  exact  — ^• 

En  charigearil  de  signe  le  reste,  on  aura 

et,  comme  le  module  de  la  dilTérence 

I  J^i x,-^,  I 

I   "/->■!  I 
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est  inférieur  à  ^>  on  aura  évidemment 

Nous  pouvons  de  même  diviser  a,v,  par  a,^,  : 

avec 

|a,^3|<v^  |«/^.|<:^|a,v,!. 

2  2 

Les  nombres  positifs  |  a,^,  |,  |  a,_^2 1,  |  a,^^  |,  . . .  décroissent  au  moins 
aussi  vite  que  les  termes  d'une  progression  géométrique  de  rai- 
son \1\  ils  ont  donc  pour  limite  zéro. 

2 

De  même  que  pour  les  fractions  continues  réelles,  deux  cas  peuvent 
se  présenter  selon  que  la  fraction  —-  est  commensurable  ou  incom- 
mensurable  :  dans  le  premier  cas,  a,^„^,  devient  effectivement  nul 
et  a,^^„  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a,  et  a,_^,  ;  dans  le  second 
cas,  a,vn+i  diminue  indéfiniment  en  valeur  absolue  sans  jamais  cepen- 
dant devenir  nul,  et  il  est  clair  dès  lors  que  a,  et  a,^,  ne  peuvent  avoir 
de  diviseur  commun,  si  petit  qu'il  soit. 

27.   D'après  ce  que  nous  avons  dit  précédemment,  À,^,  est  l'entier 

complexe  le  plus  rapproché  du  quotient  exact  —  ;  il  en  résulte  que  le 

reste  -'-^  est  de  la  forme 

a  +  pv'-i 
avec  les  conditions 

\-\<v     \^\<\- 

En  d'autres  termes,  ^^  est  à  l'intérieur  du  carré  formé  par  les 
droites 
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Par  suite,  l'inverse  de  ce  quotient,  soil  -^>  sera  à  l'extérieur  des 

cercles  de  rayon  un  passant  par  l'orig^ine  tangentiellement  aux  axes  : 
nous  avons  indiqué  ces  deux  zones  sur  la  ligure  ci-dessous. 


j    ^^\ 


1^/î 


Il  est  clair,  d'après  cette  figure,  que  |X,^^,  l^v'a;  de  plus,  on  voit  que 
si  1  X;+,  I  est  égal  à  ^2,  2  ou  \Jo,  ce  qui  correspond  aux  points  G,  H,  M, 
le  reste  '^^  et,  par  conséquent,  X,V2,  qui  est  l'entier  le  plus  rapproché 

de  ^^^>  sont  soumis  à  certaines  restrictions  que  nous  allons  examiner. 

1°  Soit  X„^.,  =  I  -1-  /,  ce  qui  correspond  au  point  (1. 

_  îïiî±2  sera,  on  supposant  l'origine  transportée  au  point  Cî,  à  l'cxlé- 
rieur  des  arcs  F(j,  GH,  mais  à  l'intérieur  des  droites  PS,  PR,  d'où  il 
résulte,  en  prenant  l'inverse  et  en  changeant  de  signe,  que  -"— »  et,  par 
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suite  aussi,  X„+.,  seront  de  la  forme 

-A  +  B/, 

A  et  B  positifs. 

D'une  manière  générale,  si 

\+,  =  ±  I  ±  ?, 
^re4-2  sera  de  la  forme 

qzA±B«,         A>o,         B>o. 

2°  Soit  X„^_,  =  2,  ce  qui  correspond  au  point  H;  on  voit  aisément 
que  X„^_2  sera  de  la  forme 

-  A  4-  B  ?,         A  >  o. 

Si 

\+-l  =   —   2, 

X„_^2  sera  de  la  forme 

A  +  Bi,         A>o. 
Si 

X„^,  =±2i, 

on  aura  de  même 

X„^,=  A±Bi,         B>o. 

3"  Soit  X„+,  =  2  -H  j,  ce  qui  correspond  au  point  M.  En  calculant 

comme  ci-dessus  la  valeur  inverse  changée  de  signe  de ^^,  on 

trouve  facilement  que  'A„^2  ne  peut  pas  prendre  la  valeur  i  —  i. 
D'une  manière  générale,  si 

V.  =  ±a±pi         (a==i,2)     ([3  =  1,2), 
on  trouve  que  X,,^.^  ne  peut  pas  être  égal  à 

rb  I  =F  /. 
En  résumé,  si 

(  A>o, 

X„^,  =  ±.±/,         X„^2  =  +A±B/ 

(   B>o; 
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si 

\^,^-±2,  \^,  =  ^A-hBi\         A>o-, 

X„^.  =  ±o/,         X„^,=      A±B/,         B>o. 

Enfin,  si 

X„,,  =  ±a±pî         (a=i,2)     (fi-r,2), 

A„^o  ne  peut  être  égal  à  rt  i  zp  /. 

Ainsi  (pic  nous  l'avons  dit,  ces  propriétés  se  vérifient  facilement; 
elles  permettent  de  rccownaître  a  priori  si  un  dcveloppcmeni  donné 
peut  être  le  développement  efîcctif  d'un  nombre  complexe,  (ui  n'en 
est  qu'une  représenlalion  formelle. 

28.  Tout  ce  que  nous  avons  dit  dans  les  n"*  2  à  12  inclus  de  la 
première  Partie  s'applique,  intégralement  et  sans  aucun  changement, 
au  cas  des  fractions  continues  complexes. 

La  formule  du  n"  15, 

0"+'            /      I                 I                         I  I    \ 

X£_  =  a„ 1 h  ...  H h  — —   . 

subsiste  cffalemenl;  mais,  dans  le  cas  actuel,  le  rapport  -^  a  un  mo- 
dule  minimum,  non  plus  égal  à  5,  mais  seulement  à  3,  ainsi  que  nous 
allons  l'établir. 


Posons 


et,  par  suite, 


et 


OM-=OX-M>., 

\a,-,\  _OM 


Soit  d'abord 
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A,  =  OG  =  I  +  /. 

Fig.  3. 

^ j \ J_N_ 1 


(25 


.'-r^x  ■■■ 


M  sera  un  point  situé  à  Tintérieur  du  polygone  curviligne  GURPSU' 

Fig.  4. 


X 


et  nous  avons,  en  considérant  les  sommets  de  ce  polygone, 

v/3 


uo 

PO 
PG 

U'O 
U'G 


v/6  4-3v/5  =  3,346..., 


3, 


U'O        ^  ,,,. 
j^rr  =3,34'1- 


Le  minimum  du  rapport  -^— ^  est  3 


Jourii.  de  Math.  (5"  série),  tome  VIII.  —  Fasc  IV,  190! 
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Si  'kk=  OH  =  3,  le  point  M  est  situé  dans  le  quadrilalrio  IIVI.T  ou 
son  synmétrique  par  rapport  à  Ox;  le  minimum  de-^^a  lieu  lorsque 
le  point  est  en  \  et  l'on  a 


Lorsque  \=  OM  =  24-  f,  le  point  se  trouve  à  Tintérieur  du  poly- 
gone LVJKP. 

Nous  trouvons 

PO  _  , 
FM  ~  ^' 

^=3,346, 

TO  _    \/5    _  ^ 
TM  ~  I    f^       ^' 

VO  o         o 

VM  =3,732. 
Inutile  d'envisager  les  sommets  1  et  Iv  ;  d'où 


I  «A-4-1 


Enfin,  si  \=0^  =  2-1-2/,  le  minimum  de  ce  rapport   est  évi- 
demment 

P!\ 

ÎN'ous  avons  donc  établi  (pie,  dans  tons  les  cas, 

(30)  i^|>3- 

*2{).   En  tenant  compte  de  la  formule  (pii  précède,  nous  trouvons  que 
rexpression 

Il  II 

— 1 h  .  . .  -I -i 
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a  un  module  inférieur  à 


par  suite,  on  en  déduit 

^!«oi<u«Qr'i<2i«oi, 

|a„^,Qr|<i|aJ, 


\a„^,  \<^ll\a^\, 


(38) 

et  comme 

on  tire  de 

(^7) 

(39) 

Si  Ton  avait 

^«.,Qri<^-|^i«oi. 


on  en  tirerait 

(4o)  i««..Qri<^i«oi, 

et,  de  même  que  dans  le  cas  réel,  on  démontrerait  que  si 

0     \>—\a,\, 
on  aura  nécessairement 

i««q'„'i<tI«»i    «^    i««^=Qri<^koi. 

Enfin,  des  relations  ci-dessus 

i«.Qr'i>^i«oi,     i««Q;'i<^-^i«oi,     «.Qr'K^koi^ 

on  tire 


|28 

On  aura  de  iiièine 


Donc  \A„\  décroît  au  moins  aussi  vilo  (jne  les  termes  (ruuo  pro- 

grcssion  géométrique  de  raison  -  et,  par  suite,  —  a  pour  liuiile  — . 

lorsque  n  augmente  indéfiniment. 
Nous  trouvons  enfin  aisément 

(43)  |r^|>'' 

ce  qui  montre  que  l'approximation  des  réduites  successives  va  con- 
stamment en  augmentant. 

Le  théorème  fondamental  des  réduites  n'a  plus  lieu  dans  le  cas  dos 

nombres  complexes;  on  démontre  cependant  que  si  ^^  est  une  réduite 
de  — .  il  n'existe  pas  de  fraction  irréductible  tj.  I  B  |  <  I  Q"  ',  à  l'inté- 

rieur  du  cercle  décrit  sur  le  seirmcnt  7^  ■  •  •  —  >  comme  diamètre;  c'est 

en  somme    une   généralisation  de  la  notion  de  distance  entre   deux 
points  non  situés  sur  Taxe  réel. 

30.  Le  théorème  de  Lagrange  se  démontre  de  la  même  manière  que 
pour  les  nombres  réels;  en  tenant  compte  des  relations  ('^7),  (38) 
et  (39),  on  trouve  aisément  que  L  et  N  ont  un  module  inférieur  à 

(V1)  -fvÂ 

rt  que  l'un  au  moins  de  ces  deux  coefficients  a  un  module  inférieur  à 

on  a  également 

o  <  I M  |<  2  ^/Â. 
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Il  en  résulte  qu'au  bout  d'un  nombre  fini  d'opérations  on  retombe 
sur  une  équation  déjà  envisagée  ;  le  nombre  des  formes  réduites  et  des 
nombres  réduits  est  donc  limité  et  il  sera  facile  de  les  déterminer. 

Etant  données  deux  irrationnelles  quelconques,  on  saura  donc,  par 
la  comparaison  de  leurs  développements  en  fraction  continue,  si  elles 
sont  ou  non  équivalentes,  et  dans  le  premier  cas  on  saura  trouver  la 
substitution  modulaire  générale  qui  permet  de  passer  de  l'une  à  lautre. 

De  même  que  pour  les  nombres  réels,  si  un  nombre  réduit 

aj  =  (X,,X,,  ...,X„), 
on  aura 

-1   =    i'^mAm-,,   ■■■,'>'2,'^,,  r?]'l 


mais  ce  développement,  quoique  exact,  pourra  différer  du  développe- 
ment réel  de  —,  si  la  suite  des  X,  lue  dans  les  deux  sens,  ne  remplit  pas 
les  conditions  du  n"  27. 

Pour  que  co  soit  équivalent  à  —u>',  il  faut,  comme  pour  les  nombres 
réels,  soit  que 

Cl),  -+-  (i)\  =  A,     nombre  entier; 
soit  que 

a),ûj'.  =  1. 

Pour  que  w  soit  équivalent  à  +  co',  il  faut  que 

co,  co,  =  —  I . 

Pour  que  co  soit  équivalent  à  —  co,  il  faut  que  l'équation 

soit  résoluble. 

De  même,  pour  que  co  soit  équivalent  à  ±  j'co',  il  faut  que  Ion  ait 

co,co^.  ^  ±  i. 

Enfin,  pour  que  co  soit  équivalent  à  d=  coî,  il  faut  que  l'équation 

soit  résoluble. 


'(3o  AUBIC. 

Ces  tlx-nn-mcs  se  rlémonlrent  comme  dans  le  Chapitre  II,  sans 
aucune  difliculté  ;  il  suffit  de  remarquer  que,  si 

co  =  (X,,  X2,  X3,  X,,  Xj,  . ..), 

on  aura  évidemment 

rt  toi  =  (dz'kfi,  zfi'k.,  i,  ±  A,  i,  rp  X,  I,  ±  X,  l,  ...  ). 

31.  Considérons  le  discriminant 

A=  B=-4AC. 
On  a  évidemment 

B^o     ou     ^±1      ou     ^±  i     ou     ^±  I  ±  î     (moda). 
Par  suite, 

B^^o     ou     ^dr  I      ou     ^±21     (mod  4)- 
Il  en  est  de  même,  dès  lors,  de  ^  : 

A^o     ou     ^±1     ou     ^±ii     (mod4)- 

Les  cas  de  A  =  o,  A  =  ±i,A  =  ±2t  ne  doivent  pas  être  retenus, 
car,  le  discriminant  étant  alors  un  carré  parfait,  on  n'obtient  pas  une 
véritable  irrationnelle. 

Le  discriminant  de  plus  petit  module  est  A  =  3.  On  trouve  facile- 
ment comme  nombre  réduit 

2  H-  v'3  4-  t 

— — =  (^  2  -t-  î,  I  —  2  n 


et  comme  forme  correspondante 

./;'•  —  (2  -f-  /)  ./;  +  «'  =  (). 

Pour  A  -     -    3,  il   suffit   de    multiplier   le   nombre  réduit   ci-dessus 
par  /, 

(a-t-v/3)»  — I        ,     • 


THÉORIE    DES    FRACTIONS    CONTINUES.  ^3l 

l'I  comme  forme 

X-  -\-  {i  —  ■2i)x  —  i  ^  o. 

On  sait  que  tout  nombre  complexe  peut  être  décomposé  en  ses 
facteurs  premiers,  qui  sont  : 
(«)  ou  réels  de  la  forme 

4Ar- 

{/>)  ou  imaginaires  de  la  forme 

2m  -+- 1  -h  -ini, 
avec  la  condition 

(irn  +-  i)-  -t-  4«'  —  Pi 
nombre  premier  réel. 

Il  en  résulte  que  A  peut  être  égal  soit  à  un  nombre  réel  quelconque, 
soit  à  un  nombre  complexe  quelconque,  multiplié  par  une  puissance 
de  2«, 

A  =  (2^yN_,,      (,x>i). 

Telle  est  la  forme  générale  des  discriminants,  laquelle  diffère  com- 
plètement de  celle  qui  est  donnée  dans  les  Traités  classiques  :  cela  tient 
à  ce  que  nous  avons  élargi  la  notion  d'équivalence  en  l'appliquant  aux 
nombres  complexes. 

Nous  croyons  inutile  de  donner  des  applications  numériques,  car 
elles  ne  présentent  aucune  difficulté. 
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Théorèmes  généraux  sur  les  points  singuliers  des  fonctions 
données  par  une   série  de    Taylor  ; 

Par  m.  L.  DESAKXT. 


Ce  Mémoire  est  une  contribution  à  Tun  des  problèmes  essentiels 
que  l'on  peut  se  poser  sur  les  fonctions  données  par  une  série  de 
Taylor,  et  qui  s'énonce  ainsi  : 

Etant  données p  fondions,  développables  en  séries  de  Taylor  au 
voisinage  de  l'origine 

¥,{z)='La,{n)z% 
¥,{z)  =  I.a,{n)z'', 


¥,{z)=i:a,{n)z\ 

reconnaître  les  points  singuliers  d'une  fonction 

F(z)  =  ZA(n)z'', 

le   coefficient  A(n)  résultant  d'une  opération  f  connue  exécutée 
sura,{n),  a,(n),  ...,  ap(n),  de  telle  sorte  que  l'on  ait 

A(«)  =/[a,  («),  a,(/i),  . .  .,  a^(«)]. 

Journ.  de  Math.  (5«  série),  tome  VIII.  —  Fasc.  IV,  1902.  56 
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Le  prol)l<''ino,  ainsi  post",  a  reçu  sa  solution  dans  le  cas  où 
/>  =  2, 

A{n)  =  a,(n)  x  a.^(n), 

solution  qui  donna  lieu  à  létude  fondamentale  de  M.  Hadaniard  sur 
ce  sujet  (Acla  malhcmatica,  t.  XXII).  Cette  étude  fut  suivie  des  tra- 
vaux de  MM.  Borel  et  Leau  {Bulletin  de  la  Société  matliématique 
de  France,  t.  XXVI);  M.  Borel  précisait  la  nature  des  singularités, 
en  étendant  la  proposition  de  M.  Hadaniard  au  cas  d'un  polynôme/ 
à  p  variables.  M.  Leau  s'occupa  de  plus  du  cas  où  /  =  ./[''/|("  )]  avec 
at(n)  =  —  dans  le  Journal  de  Mathcmalifjurs pures,  1 899.  Les  nom- 
breux résultats  obtenus  par  M.  Le  Uoy,  dans  une  voie  différente,  se 
rattachent,  au  fond,  au  problème  considéré  {Annales  de  la  Faculté 
des  Sciences  de  Toulouse,  1901). 

Enfin,  en  élargissant  encore  l'énoncé  et  en  faisant  entrer  dans  f 
à  la  fois  les  divers  coefficients  des  séries  de  Taylor 

V,  =  Za,{n)z", 
l\  =  lLa.{n)z'', 


V„=^a,,{n)z'', 

on  arrive  aux  résultats  particuliers  obtenus,  dans  ce  cas,  par 
MM.  Ilurwitz,  deir  Agnola  et  Pincliorle  {Acla  mathemalica,  t.  VII; 
Malh.  Annalen,  t.  LXIX,  Annuli  di Matcmalica,  t.  IV). 

Je  m'en  tiendrai,  dans  celte  étude,  à  l'énoncé  général  posé  au  début, 
et  je  me  propose  ici  de  traiter,  dans  toute  sa  généralité,  ce  problème, 
en  opérant  sur  p  fonctions  F,,  Fj,  . . .,  F^,  la  fonction  des  coefOcienls 

f{x,y,  ...,u), 

à  p  variables,  étant  peu  conditionnée,  c'est-à-dire  soiiiiiisc  nniquo- 
rnent  à  une  condition  (riioloinoipliismc  au  voisinage  du  point 
{x  z^  o,  y  :^  o,  .  . . ,  «  ^^  u  ) . 

J'espère  revenir  bientôt  sur  les  applications  dos  propositions  de  ce 
Mémoire  aux  é(|iiali(ins  dirrérciilirlles. 
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Le  premier  des  théorèmes  «auxquels  je  suis  arrive  peut  s'énoncer 
ainsi  : 

Soif  F(z)  une  fonction  donnée  par  une  série  de  Taylor 

F(3)^i:a(n)G" 

rialahle  à  V intérieur  d'un  cercle  de  rayon,  supérieur  à  un  et  soit 

$(.').-.  S/[a(n)].^>' 

une  fonction  donnée  de  même  par  une  série  de  Taylor,  la  fonction 

étant  développable  en  série  de  Taylor  à  V intérieur  d'un  cercle  de 
rayon  non  nul  et  de  centre  ic  =  o. 
Dans  ces  conditions,  la  fonction 

n'a  d'autres  points  singuliers  [sauf  x  =  i  et  x  =  co)  que  les  points 
obtenus  en  multipliant  entre  eux,  de  toutes  les  manières  possibles, 
les  points  singuliers  de  la  fonction. 

Fiz). 

chacun  d'eux  y  figurant  un  nombre  quelconque  de  fois. 

Remarquons,  à  cet  effet,  le  développement 

f{x)=La(k).n'',  |a;l<p. 

Les  coefficients  a(n)  tendant  vers  zéro,  lorsque  n  augmente  indéfi- 
niment, à  partir  de  «  =:  N,  nous  aurons  les  inégalités 

|a(/î)|<p,         «  =  N,         N  +  i,         ...,         ce 

et  nous  pourrons  écrire 

f\a(n)]  =  -Loi(k)a'„. 
Or 


t{n)=-^.n-^t-"dt. 
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Le  contour  C  est  .ainsi  clioisi  :  il  entourera  les  diverses  singularités 
de  F(::)  cl  pourra  s'en  approcher,  d'ailleurs,  autant  que  l'on  voudra 
sans  être  infiniment  près  d'elles;  tout  ensemble  de  singularités  deF(c) 
sera  traité  de  la  manière  suivante  :  ses  éléments  voisins  des  éléments 
limites,  ainsi  que  les  éléments  limites  eux-mêmes  et  les  éléments  for- 
mant continuum  aréolaire,  seront  entourés  de  lignes  cjui,  avec  les 
lignes  analogues  en  nombre  fini,  définiront  une  aire  multiplement 
connexe,  limitée  par  un  contour  non  continu  c'. 
A  cause  des  expressions 

^       '  ITZl  J   ,        l 

on  déduit 

/[a(n)]  =  2«(/c)x  (^^^r-rf/y. 

Ce  développement  est  valable  à  partir  de  n  suffisamment  grand, 
par  exemple  à  partir  de  «  =  N,  puisque,  a(n)  tendant  vers  zéro 
lorsque  n  augmente  indéfiniment,  |a(/j)|  devient  plus  petit  que  le 
rayon  de  convergence  p  de  la  série  de  Taylor  définissant  /(-v)  au 
voisinage  de  l'origine. 

Ecrivons 

F('.)  F(^) 


La  fonction  $(-)  donnée  par  le  développement  taylorien 

$(s)  =  I/[a(«)]z" 
se  met  sous  la  forme 

N-l 

*(-;  =  2/[«(«)i-" 

//^F(<.).F(<.)...F(<;t)^,    ^, 
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Pour  justifier  rintroduction  de  celte  dernière  somme,  il  suffit  de 
montrer  que  l'intégrale  figurant  comme  coefficient  de  a(/r)  est  une 
fonction  holomorphe  de  z  en  dehors  des  points  définis  par 


=  o, 


'i  '2  •  •  •  ^k 
la  valeur  de  cette  intégrale  ayant  un  module  inférieur  à 


où  0  est  une  quantité  finie  non  nulle. 
A  cet  effet,  considérons  l'intégrale 


x-x 


F(^)|       |F(<,.) 

2  71  «7,  2Tziti: 


\t,t,...tJ-''\dt,\...\df/, 


formée  avec  les  modules  des  éléments  figurant  en  numérateur. 
_  Cette  intégrale  s'écrit  encore 


(XI 


F(0| 

2Tzit 


\dt 


Puisque  Npeut  être  pris  aussi  grand  que  l'on  veut,  comme  t  possède 
sur  c'  un  module  supérieur  à  un,  on  peut  poser 

J^,  I  2-Klt  I  I      I        I         I    ^  r 

En  désignant  par  0  ^  o  la  plus  petite  des  valeurs  de 


en  dehors  de  l'ensemble 

le  module  de  l'intégrale,  apparaissant  comme  coefficient  de  «-(k),  est 
inférieur  à 
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Considérons  alors  l'airo  A'  limitée  par  c  et  forinons  uiir  aire  A 
obtenue  en  multipliant  les  points  de  A'  entre  eux.  Dési^'nons  yiar  c  le 
contour  limitant  A.  Ce  contour  c  divise  le  plan  de  la  variable  en  deux 
régions;  nous  désignerons  par  R  celle  des  deux  régions  (jui  contient 
le  cercle  de  rayon  un  ayant  l'origine  pour  centre.  Pour  démontrer 
rholomorphisme,  dans  R,  de  l'intégrale 

F(M.F(M...F(..) 

(2-0*',<5...<<- 


il  suffit  de  se  reporter  au  théorème  sur  les  fonctions  d'une  variable 
définies  par  des  séries  absolument  convergentes  d'ordre  de  multipli- 
cité fini  et  infini. 

Remarque.  Les  points  /,,  /,,  ...,  Ik  "nl  t'té  pris  aussi  voisins 
que  possible  des  points  singuliers  de  F(;:),  mais  non  pas  infiniment 
près  de  ceux-ci;  aussi,  lorsque  A  augmente  indéfiniment,  on  ne  peut 
dire  que 

représente  le  produit  de  k  points  singuliers  de  F(  -  );  mais  h  augmen- 
tant indéfiniment,  ce  produit  devient  infini.  Dans  l'énoncé,  on  réser- 
vera donc  les  points  à  l'infini. 

La  méliiode  que  nous  venons  d'employer  conduit  à  ce  deuxième 
théorème  : 

Soil  ¥( z  )  une  fonction  donnée  par  une  série  de  Taylor 

¥{z)=^'La{n)z\ 

valaftle  au  voisinaf^e  de  l'origine,  et  soit 

^{z)  =  i:/ia„)z" 
i/rir  fonction  donnée  de  même  par  une  série  de  Tavlor,  In  fonction 

étant  entière. 
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Dans  ces  conditions,  la  fonction 

n'a  d'autres  points  singuliers  que  ceux  qu'on  obtient  en  multipliant 
entre  eux,  de  toutes  les  manières  possibles,  les  points  singuliers  de 
la  fonction 

chacun  d'eux  y  figurant  un  nombre  quelconque  de  fois. 

Il  convient  de  faire  la  même  réserve  que  tout  à  l'heure  au  sujet  des 
singularités  x  ~i,x  =  cc.  Voici,  cette  restriction  faite,  la  démonstra- 
tion de  ce  deuxième  théorème.  Il  suffira  de  faire  N  =  o  dans  la  formule 
précédente  et  de  remarquer  que,  en  dehors  des  points  définis  par 

z  =  tj....t^, 
la  série 


dt^ .  .  .  dl^ 


...    j    ^-Ihh ^Jliill 

est  convergente. 

En  effet,  dans  une  région  ne  contenant  pas  les  points 

z-=t,t.,...  t„ 
la  quantité 


t\t^.  .  .  tic 

prend  un  module  minimum 

et,  par  suite,  le  module  de  l'intégrale  multiple 

r    rmii^...n^d.dt,...dt. 

I  I       2iri.<,    2t:i.{,         2'Ki.t/, 

J ,.  J,.  '  ~'  t,t,...  tk 
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est  inférieur 

Or  désignons  par  p  le  module  y7/«'  de  linlôgrale 

La  série  (i)  a  ses  ternies  de  module  respectivement  inférieur  à 

'A- 

OU  bien  encore  à 

en  désignant  par  /•  la  plus  petite  des  quantités  r^,  r  étant  d'ailleurs 
différent  de  zéro. 
Comme  la  série 

est  entière,  la  série 

est  absolument  convergente  et,  par  suite,  la  série  (i)  l'est  aussi.  Les 
points  singuliers  de  $(-)  se  trouvent  parmi  les  points  représentés  par 
les  produits 

Remarque.  —  Les  deux  tliéorèmcs  dont  nous  venons  de  donner  la 
démonstration  peuvent  s'exposer  rigoureusement  ainsi  sans  restric- 
tion. Soit  A'  l'aire  limitée  par  un  contour  tel  que  c'.  Les  points  sin- 
guliers de  4>(-)  sont  à  Tintérieur  de  l'aire  A"  obtenue  en  multipliant 
entre  eux,  de  toutes  les  manières  possibles,  les  points  de  A'. 

Par  une  extension  facile  do  la  méthode  que  nous  venons  d'employer, 
nous  sommes  conduits  à  ce  second  théorème,  qui  synlhélisc  tous  les 
résultats  exposés  dans  ce  Mémoire  et  la  jtluparl  des  propositions 
générales  connues  jusqu'à  ce  jour  dans  Tordre  des  recherches  qui 
nous  occupent  : 
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Etant  donné  un  nombre  quelconque  de  fonctions 

h\{z)  =  Za,{n)z\ 


¥,,{z)^^Za^{n)z" 


valables  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  supérieur  à  un,  soit 
$(3)  une  fonction  donnée  aussi  par  une  série  de  Taylor 

Si  la  fonction  de  p  variables 

f{x,y,u,  ...,«••) 
est  holomorphe  au  voisinage  de  l'origine 

(x-  =  i),j=o,  «  =  o,  ...,  w=  o), 

la  fonction  $(-)  n'a  pas  d'autres  points  singuliers  {sauf  x  =  i 
et  a;=^Qo)  que  les  points  obtenus  en  multipliant  entre  eux,  de 
toutes  les  manières  possibles,  les  singularités  des  p  fonctions 

F,(,r),     ...,     ¥,,(z), 

chacune  de  ces  singularités  figurant  un  nombre  quelconque  de 
fois  dans  les  produits  ainsi  formés. 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  aisée.  Il  suffit  de  remarquer  le 
développement 

(  |:cI<R,>o, 
/(.r,  y,  ...,,v)^  ^:^{m,  y,  .  .  .,  /•  )  .'■'"y'.  .  .  a-  , 

Journ.  de  Malh.  (  .r  série),  lonje  MU.  ~  l-asc.  IV,  lyuj.  5'] 
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et  d'y  faire  successivement 


de  telle  sorte  que  l'on  ait 

/[«,(//),  .  .  .,  ap{n)\  =  ^a{m,q,  .  .  .,r)a';'(n)  .  .  .  a'^{n), 

où 

Z<x(ni.  y,  .  .  .,  r) 

est  absolument  convergente. 
De  plus, 

'V 

Les  contours  cj,  cj,  .  .  . ,  c  sont  choisis  comme  il  a  été  dit  à  propos 
de  c'.  Le  développement  de 

/[«,(/«),  .  .  .,  «/,(//)] 
devient 

/!«.(/'» ",,<")| 

-ya.,;/,y,...,/)x|  /■!li^^/-"r//r"x...x     /"M'^rV//   ^ 

Ce  développement  est  valable  pour  les  valeurs  de  11  suffisamment 
grandes,  par  exemple  à  partir  do  «  =  N,  les  quantités  o,(«),  .  .  ., 
ap{n)  tendant  vers  o  lorsque  n  augmente  indéiininioni,  par  le  fait 
que  le  module  de  l  sur  c, ,  c!,,  .  .  .,  r",  est  supérieur  à  un,  ou  plus  sim- 
plement encore  à  cause  de  la  convergence  des  séries  de  Taylor 
V,(z),...,V,(z). 
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Ecrivons 

f=y^aim,q,  .  .  . ,  r) 

X  f ...  r  F. (<'■"),     F(^'"") 

X  f  ■■  r^^ •  ■  •  ^^ ('; •  •  •  c- •  •  c )  "dir. . . dt 

r  p 

X    r...  rF.(^'.")    ,    F(C) 

X'  J,'       2TCi7,  2  Tl  if" 

La  fonction  ^{z)  s'écrit  donc 

N-l 

«•(')  =^f\adn^,  .  .  . ,  r7^(n)]  -"  +  -^  y^oiinu  q,...,r) 

X  f        f         f         f    '"'"''  '"''"'  '^''^'  "    '  '" 


On  justifierait  l'introduction  de  cette  dernière  somme  en  faisant 
voir  qu'on  peut  toujours  prendre  N  suffisamment  grand  pour"  que  la 
série  du  second  membre  soit  convergente,  lorsque  z  est  en  dehors  des 
points  définis  par 

z  =  t\"..  ./'". 
En  effet,  dans  une  région  ne  contenant  pas  ces  points,  la  quantité 


'  -^TT 


1     •■■-/, 


prend  un  module  minimum 
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diflerent  de  zéro.  Par  suite,  le  module  do  l'iiitt-gralo 


u, -fr-frl-l 

est  inférieur  à 


rj^.  J^'  J^.  .'^.\     -i-r.lt,     I  I     2-t<;"     I  I    2-</j;'    |l     '  />   I         I  I  I  I         /> 


Déterminons  .N  de  telle  façon  que 

f 


^Ii'M-'ia; 

2-lt,   \'      '  '         '  ' 


?.<H.. 


il  est  j)ossii)lo  (le  prendre  N  suffisammonl  grand,  de  telle  sorte  que 
sous  la  condition 

N>IV„ 

les  inégalités  précédentes  soient  vérifiées,  à  cause  des  modules  de  /, 
sur  c', ,  de  t.,  sur  c.,,  .  .  .,  de  t^,  sur  r^,,  modules  qui  restent  supérieurs  à 
un  sur  clianm  d»'  res  contours  c'.  Ainsi  le  iiiodiilc  de  I,,,,,.  ,.  reste 
inférieur  à 


La  série  ipii  ligure  dans  le  second  membre  de  l'identité  définissant 
'^(z)  a  ses  termes  respectivement  inférieurs  à 

où  0  désigne   la   plus  [)etite  des  quantités    <),„^ ,,  0  étant  dailleui-s 

diiïérent  de  zéro.  (  )r,  d'après  les  conditions  (pii  déterminent 
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la  série,  dont  le  terme  général  est 

a(w,<7,  .  .  .,  /■)R7R^..  .  IV^, 

est  absolument  convergente.  A  fortiori,  à  cause  des  inégalités 

P,<R,, 
p,<R„ 


la  série  de  terme  général 

est  absolument  convergente. 

Ainsi  la  série  qui  intervient  dans  l'expression  de  $(^)  est  conver- 
gente et,  par  suite,  la  fonction  $(  j)  n'a  en  toute  rigueur  aucun  point 
singulier  en  dehors  de  l'aire  obtenue,  en  multipliant  de  toutes  les  ma- 
nières possibles  les  points  des  aires  A,,  A,,  .  .  . ,  A^  limitées  par  c,, 
Cj,.  .  .  .,  c^.  En  réservant  le  point  à  l'infini,  la  fonction  $(:;)  n'a  donc 
pas  d'autres  points  singuliers  que  les  points  obtenus  en  multipliant  de 
toutes  les  manières  possibles  les  singularités  de  F,(j:)  F  ( z) 
F,(.).   _  ,   j,     -.y   j,  ..., 

Ce  théorème  se  complétera  d'ailleurs  aisément  par  le  suivant  : 

Soient  F,(;),  .  .  . ,  Fp(z)  des  fonctions  données  par  une  série  de 
Taylor 

¥,{z)=.Za,{n)z", 

¥,{z)  =  ^a,{n)z% 

F,,(z)  =  i:f/^,(  //  )z", 

et  soit  $(^)  une  fonction  donnée  de  même  par  une  série  de  Taylor 
$(-)  =  S/f«,  (n),  a,{n),  ...,  a,(n)]  z". 

Si  la  fonction 

f{x,  y,  ..  .,  w) 
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est'entièrc,  la  fonction 

$(3) 

n'a  pas  d'autres  points  singuliers  {sauf  x  =  i  e/  r  =  oc)  en 
dehors  des  points  obtenus  en  multipliant  entre  eux  de  toutes  les 
manières  possibles  les  points  singuliers  des  fonctions  F,  (s), 
F2(-),  ....  F^,(  j)  chacun  d'eux  y  figurant  un  nombre  quelconque 
de  fois. 

Il  suffit,  pour  établir  cette  proposition,  de  répéter  ce  que  nous 
avons  dit  dans  les  deux  propositions  qui  la  précèdent.  En  d'autres 
termes,  on  remarque  que  le  développement  de 

f{x,y,  .  .  .,w), 

suivant  les  puissances  de  x,  y,  ... ,  w,  est  ici  valable  pour  toutes 
valeurs  des  variables  x,  y,  .  .  . ,  w;  le  raisonnement  s'achève  facile- 
ment. 

Le  second  théorème  général,  dont  nous  avons  donné  l'énoncé, 
admet  un  corollaire  bien  simple  et  qui  explique  aisément  le  fait  sui- 
vant. Lorsqu'on  cherche  les  points  singuliers  d'une  fonction  donnée 
par  une  série  de  Taylor  (à  rayon  de  convergence  au  moins  égal  à  un), 

F(.-)  =  v:a(«)-, 

en  tirant  la  connaissance  des  points  singuliers  de  la  forme  analytique, 

A(x), 

on  trouve  que,  pour  des  circonstances  analytiques  extrêmement  nom- 
breuses et  importantes  de  cette  forme,  la  fonction 

F(=) 

a  tous  ses  points  singuliers  à  distance  Unie  sur  Tave  des  quantités 
réelles,  en  dehors  du  cercle  de  rayon  un.  La  proposition  qui  suit  en 
donne  l'oxplicalion  par  son  énoncé  même  : 
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Etant  données  plusieurs  fonctions 

¥,{z)  =  ^a^{n)z",      ■ 


¥„{z)  =  ^a„{n)z\ 

valables  à  V intérieur  d' un  cercle  de  rayon  supérieur  à  un,  sous  la 
condition  que 

/(x,y,...,w) 

soit  holomorphe  au  voisinage  de  l'origine  (x  =  o,  y  ^o,  ...,  w  =  o), 
si  les  p  fonctions  F,(:r),  .  .  . ,  F^(-)  ont  leurs  points  singuliers  (à 
distance  finie)  sur  l'axe  des  quantités  réelles,  la  fonction  $(s) 
donnée  par  la  série  de  Taylor 

^(z)  =  'ï:f[a,{n),a,(n),  ..  .,a/«)|- 

a  ses  points  singuliers  à  distance  finie  sur  l'axe  des  quantités 
réelles. 

La  généralité  même  de  la  définition  de 

f{x,y,  ...,w') 

montre  la  latitude  que  l'on  a  pour  trouver  des  fonctions  ayant  leurs 
points  singuliers  à  distance  finie  sur  l'axe  des  quantités  réelles,  en 
partant  de  noyaux  tayloriens  dépendant  de  formes  analytiques 

A(x). 

Remarque.  —  Ce  corollaire  est  susceptible  de  plus  de  précision, 
quand  les  points  singuliers  de  F|(:r),  .  .  .,  Fp(:r)  sont  sur  l'axe  des 
quantités  réelles  positives;  dans  ce  cas,  la  fonction  $(;)  a  ses  points 
singuliers  répartis  sur  ce  même  axe. 

Il  est  facile  de  tirer  encore  du  théorème  général  qui  précède  d'autres 
corollaires.  Voici  tout  d'abord  une  première  proposition  : 
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Elanl  donnéca  plusieurs  fondions 

¥,{z)  =  ZaAn)z% 


\'\{z)  =  ':L.ap(n)z", 

valables  à  rinlrrieur  d'un  cercle  de  rayon  supérieur  à  un,  sous  la 
condition  que  la  fonction 

/{■'■,  y,  ....  '<■) 

soit  liolomorphe  au  voisi/iage  de  l'origine {jc  ==  o,^'  =  o,  . . .,  w  =  o), 
si  les  p  fonctions  F,  i  r)  . . .  F^(;)  ont  leurs  points  singuliers  situés 
sur  un  nombre  limité  de  droites  passant  par  l'origine  faisant  avec 
l'axe  des  quantités  réelles  des  angles  comme nsurables  avec  l'angle 
droit,  les  points  singuliers  de  $(-)  sont  situés  sur  un  nombre  limité 
de  droites. 

En  effet,  les  points  singuliers  de  $(-)  s'obtiennent  en  multipliant 
entre  eux  les  points  singuliers  de  F,(;;),  F2(;),  . . .,  F^i^);  par  suite 
l'argument  de  chacun  d'eux  est  compris  dans  la  formule 

où  0,,  Oo,  . ..,  Oji  désignent  les  arguments  des  droites  en  nombre  limité 
sur  lesquelles  se  trouvent  les  points  singuliers  de  F,(-J  ...  F^(j), 
a,,  aj,  ..  .,  a^  étant  des  nombres  entiers;  les  angles  0,,  0.,  0^.  étant  com- 
mensurables  avec  '36o",  égaux  par  exemple  à 

^3Go, 

1^  ;i(io, 

'/s 


Pk 


3(io: 

7* 


il  Miflira,  |i<nir  ;i\<iii-  loutcs  les  valeurs  di-  0  eulrc  o  et  ilio",  do  donner 
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au  plus  à  a,,  «2,  . . .,  a/,  toutes  les  valeurs  entières  de  o  à  m,  où  m  est 
le  plus  petit  commun  multiple  à  ^,,  q.^,  ...,  qi^\  à  ces  valeurs  en 
nombre  fini  correspondent  un  nombre  fini  de  valeurs  de  0. 

Voici  une  dernière  remarque  sur  les  points  singuliers  de  $(-). 

Désignons  par  R,  le  rayon  du  cercle  de  convergence  de  $(^)  et 
soit  E  l'ensemble  total  des  points  singuliers  de  F, ,  Fj,  . . .,  F^;  en  sup- 
posant que  les  points  de  E  puissent  se  répartir  successivement  sur  les 
cercles  de  rayons  R,,  Ro,  ...,  R^,  les  points  singuliers  de  $(-),  de 
module  au  plus  égal  à  R^,  sont  situés  sur  des  cercles  dont  les  rayons 
se  trouvent  parmi  les  quantités 

R^xR^x.-.xRî, 
avec  la  condition 

a  +  ji  +...  +À<p  —  I. 

Cette  remarque  résulte  de  la  proposition  générale  sur  les  points  sin- 
guliers de  $(-),  qui  se  trouvent  parmi  les  produits  des  divers  points 
de  l'ensemble  E. 

Nous  pouvons  résumer  tout  ce  qui  vient  d'être  dit  sur  les  fonctions 
d'une  variable  considérées  dans  leur  développement  de  Taylor  par 
cette  considération  synthétique. 

Soient  deux  fonctions  quelconques, 

développables  au  voisinage  de  l'origine  en  séries  de  Taylor 

F,  (.-)  =  Sa.  («)::", 

de  rayon  de  convergence  supérieur  à  un. 

Nous  savons  que  dans  tous  les  cas  (Borel,  Mémoire  sur  les  séries 
divergentes)  nous  pouvons  considérer  a  (X)  et  6(X)  comme  des 
fonctions  entières  en  X,  dont  les  valeurs  pour  les  nombres  entiers 
positifs  sont 

a(«),  «  =  1 ,  2,  . . . 

b{n),  n=  1,2,  ... 

Journ.  de  Math.  (5*  série),  tome  VIII.  —  Fasc.  IV,  1902.  30 
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hi.r)  =  f\o{X)\, 

où/' est  uiip  fnnclion  analytique  en  général  iimi  iiuiroiino.  Sauf  dans 
le  cas  où  lorigine  est  un  point  singulier,  on  passe  îles  singularités 
de  F,(:r)  aux  singularités  de  F(-)  par  la  multiplication  des  singu- 
larités de  la  première  fonction.  La  d i /p; te /i en  profond r  des  ensembles 
de  points  singuliers  de  deux  fonctions  quelconques 

F.(r) 
et 

est  donc  condensée  dans  le  point  singulier  à  l'origine  de 

/(^■)- 

La  méthode  dont  nous  nous  sommes  servis  s'étend  aux  fonctions  de 
plusieurs  variables. 
Soient 

F,(-,  z',  z")  =  !:«,(«,  n\  n")  z"z"''z""-, 

F,(z,  z',  z")  =  ^a,(n,  n',  n"  )  z''z"z""\ 


V,,(z,  z',  z")  =  'Hldpîn,  n,  n")  z''z'"'z""' 

des  fonctions  des  variables  ;,  z',  z"  holomorphcs  lorsque  (r,  z',  z") 
sont  respectivement  à  Tinlérieur  de  r,  c,  c",  ces  contours  renfermant 
le  cercle  de  rayon  ////  de  leur  plan,  di)nt  le  centre  est  l'origine. 
Si 

f{.r,y,  ...,^v) 

est  une  fonction  de  p  variables,  holomoiplie  au  voisinage  de   l'ori- 
gine (x  =  (),  y  =  o,  «^  =  o  ),  la  fonction 

^(z,z',z") 

=  -./  I",  (  />,  II,  n"  ),a.^{/i,  n  ,  /t"  ),  ...,  (if,{  n,  n  ,ii   )\z"z  "  z""' 

est  liolomoiplic  à  l'iiitéricui'  de  la  siiifaci'  limili'c  par  (  c,  c',r")  (sauf 
aux  p.tinls  r  =  I ,  ;':^r,  ;  "  =  i  de  cette  surface). 
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Il  suffit  de  remplacer  rexpression  de 
suivant  une  intégrale  triple 


a,An,  n  ,  n  )  :^  ; r-  /    /     /  —^ — /^^ 


X  ç"  i',r'  ^T"  ^h  di',,  di",  !  I  <;  I  >  ' 

et  les  expressions  analogues  de  a,,  aa,  ...,  o^-,  par  des  intégrales 
triples;  en  développant /(x, y,  ...,  w)  suivant  les  puissances  des 
variables  x,  y,  . . .,  w 

f(-L-,y,  ...,iv)='La(m,q,  ...,  z)x"y . .  .w' 

si  l'on  remplace  dans  ce  développement  x,y,  ..  .,w  par  a,(n,  n',  n"), 
ap(n,  n',  n"),  ces  coefficients  étant  mis  sous  forme  d'intégrales  triples 
comme  il  vient  d'être  dit,  on  obtient  par  série  la  représentation  de 

*(-,  =',  =")■ 

Cette  représentation  est  valable  à  l'intérieur  de  la  surface  limitée 
par  les  contours  c,  c',  c";  il  en  sera  de  même  pour  tous  les  contours 
associés  c,  c',  c"  analogues  aux  cercles  à  rayons  associés. 

La  méthode  que  nous  avons  employée  s'étend  des  fonctions  d'une 
variable  aux  fonctions  de  plusieurs  variables.  La  généralité  des  pro- 
positions auxquelles  elle  donne  lieu  permet  de  se  figurer  la  multi- 
plicité de  leurs  applications  possibles.. Je  développerai,  prochainement, 
l'usage  qu'on  peut  en  faire  pour  l'étude  des  singularités  de  l'intégrale 
d'une  équation  différentielle  générale. 
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